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МАТЕРИНСКИЙ (СЕМЕЙНЫЙ) КАПИТАЛ КАК СРЕДСТВО 
СТИМУЛИРОВАНИЯ РОЖДАЕМОСТИ

Вафин Эдуард Яфасович 
кандидат экономических наук, доцент
Отделение Пенсионного фонда России по Республике Татарстан, 
г.Казань

Россия, начиная с 1990 годов, столкнулась с демографическими пробле-
мами, а именно с прекращением роста населения. Согласно данным Росстата 
численность постоянного населения России на 1 января 2022 года составила 
145,478 млн человек, снизившись за год почти на 693 тыс. человек (минус 
0,5%). Прежний максимум был в 2002 году — минус 686 тыс. человек. В 
целом убыль населения России фиксируется четвертый год подряд. За этот 
период население страны сократилось на 1,4 млн человек, следует из данных 
Росстата. Росстат отдельно сообщил 28 января, что естественная убыль насе-
ления в 2021 году, по предварительным данным, достигла 1,04 млн человек. 
Предыдущий максимум в современной России был поставлен в 2000 году 
— минус 958,5 тыс. Причиной высокой смертности стала пандемия корона-
вируса. В свете данных событий, жизненно важной задачей стало повыше-
ние рождаемости. Существует мнение, что главным фактором, влияющим 
на рождаемость и смертность, остается качество жизни российских граждан.

Демографическая политика Российской Федерации направлена на уве-
личение продолжительности жизни населения, сокращение уровня смерт-
ности, рост рождаемости, регулирование внутренней и внешней миграции, 
сохранение и укрепление здоровья населения и улучшение на этой основе 
демографической ситуации в стране.

Идея предоставления матери, родившей второго ребенка, некоей суммы 
денежных средств, которая могла бы повысить ее социальный статус в се-
мье и обществе, впервые была озвучена Президентом Российской Федера-
ции В.В.Путиным в Послании Федеральному собранию 10 мая 2006 года в 
качестве одной из составляющих программы стимулирования рождаемости 
и улучшения демографической ситуации в стране. 

Именно в целях повышения уровня рождаемости в нашей стране и был 
принят Федеральный закон от 29.12.2006 №256-ФЗ "О дополнительных ме-
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рах государственной поддержки семей, имеющих детей", которым установ-
лены дополнительные меры государственной поддержки семей, в виде ма-
теринского (семейного) капитала, реализация которого возложена на органы 
Пенсионного фонда.

Материнский капитал - это форма государственной поддержки россий-
ских семей, в которых родился или был усыновлен второй или последую-
щий ребенок. 

Круг лиц, которым предоставляется право на материнский (семейный) 
капитал можно разделить на три группы. 

• Матери (женщины), родившие (усыновившие ) второго и последующих 
детей после 1 января 2007 года, либо мужчины - единственные усыновители 
второго и последующего ребенка.

• Отцы (усыновители) детей, у которых право на дополнительные меры 
государственной поддержки возникает в случае, если мать ребенка по ка-
ким-либо причинам не приобрела или утратила право на указанные меры.

• Дети, в случае, если родители (и мать и отец) или усыновители по каким-
либо причинам не приобрели или утратили право на материнский (семей-
ный) капитал. 

Необходимым условием получения материнского капитала женщине и 
второму ребенку является наличие гражданства Российской Федерации, ме-
сто жительства (территория РФ или иностранное государство) значение не 
имеет. 

Федеральный закон от 01.03.2020 N 35-ФЗ "О внесении изменений в от-
дельные законодательные акты Российской Федерации по вопросам, свя-
занным с распоряжением средствами материнского (семейного) капитала", 
вступающий в силу 12 марта 2020 года (за исключением отдельных положе-
ний, вступающих в силу в иные сроки), значительно усиливает господдерж-
ку семей с детьми: увеличивает размер материнского капитала, позволяет 
получать капитал уже за первого ребенка,  делает распоряжение средствами 
капитала более простым и удобным, сокращает сроки и упрощает порядок 
получения капитала и распоряжения им,  закрепляет новые возможности ис-
пользования материнского капитала,  продлевает срок действия программы.

Одним из главных нововведений, согласно принятому закону, является 
распространение программы материнского капитала на первого ребенка. 
Все семьи, в которых первенец рожден или усыновлен начиная с 1 января 
2020 года, получили право на материнский капитал в размере 466 617 рублей.

Увеличение суммы материнского капитала за второго ребенка.
Для семей, в которых с 2020 года появился второй ребенок, материн-

ский капитал дополнительно увеличивается на 150 тыс. рублей и таким об-
разом составляет 616 617 рублей. Такая же сумма полагается за третьего, 
четвертого и любого следующего ребенка, рожденного или усыновленного 
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с 2020 года, если раньше у семьи не было права на материнский капитал 
(например, если первые два ребенка появились до введения материнского 
капитала).

Цели расходования материнского капитала
 Улучшение жилищных условий: 
- на приобретение или строительство жилого помещения,
- на строительство или реконструкцию объекта индивидуального жи-

лищного строительства, осуществляемые гражданами без привлечения ор-
ганизации, выполняющей строительство; 

- на приобретение или строительство жилого помещения;
- уплату первоначального взноса при получении кредита (займа), в том 

числе ипотечного, на приобретение или строительство жилья;
- погашение основного долга и уплату процентов по кредиту (займу), в 

том числе ипотечному, на приобретение или строительство жилья; 
- в счет уплаты цены договора участия в долевом строительстве;
- на оплату строительства объекта индивидуального жилищного строи-

тельства, выполняемого с привлечением строительной организации;
- на компенсацию затрат, понесенных на строительство объекта индиви-

дуального жилищного строительства, право собственности на который воз-
никло не ранее 1 января 2007. 

 Получение образования ребенком (детьми) и осуществление иных свя-
занных с получением образования ребенком (детьми) расходов:

- на оплату платных образовательных услуг, оказываемых организацией;
- на оплату пользования жилым помещением и коммунальных услуг в 

общежитии, предоставляемом организацией обучающимся на период обу-
чения;

- на оплату содержания ребенка (детей) и (или) присмотра и ухода за ре-
бенком (детьми) в организации, реализующей образовательные программы 
дошкольного образования и (или) образовательные программы начального 
общего, основного общего и среднего общего образования.

Формирование накопительной пенсии матери
Средства (часть средств) материнского (семейного) капитала могут на-

правляться на формирование накопительной пенсии в соответствии с Фе-
деральным законом от 28 декабря 2013 года N 424-ФЗ "О накопительной 
пенсии". 

Женщины, выбравшие направление средств материнского (семейного) 
капитала на формирование накопительной пенсии, до дня назначения на-
копительной пенсии вправе отказаться от использования средств по указан-
ному направлению при условии осуществления их использования по другим 
направлениям, предусмотренным действующим законодательством.
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 Приобретение товаров и услуг для детей-инвалидов (направление 
введено с 1 января 2016 года). 

Средства материнского капитала или часть его средств могут быть на-
правлены на приобретение товаров и услуг для социальной адаптации и ин-
теграции в общество детей-инвалидов, посредством компенсации затрат на 
приобретение таких товаров и услуг.

Средства можно направить как на родного ребенка-инвалида, так и на 
усыновленного, в том числе первого, второго, третьего ребенка-инвалида 
или последующих детей-инвалидов в любое время после рождения или усы-
новления ребенка, с рождением или усыновлением которого возникло право 
на получение сертификата.

С 2018 года молодые семьи, постоянно проживающие на территории 
страны, в которых после 1 января 2018 года родится (или будет усыновлен) 
второй ребенок, при получении сертификата на материнский капитал могут 
использовать его на ежемесячные выплаты до достижения ребенком 1,5 лет. 

Претендовать на ежемесячные выплаты могут семьи, средний доход ко-
торых не превышает 1,5-кратную величину прожиточного минимума тру-
доспособного населения, установленную в Республике Татарстан (13 713 
руб.). При расчете среднедушевого дохода будут приниматься во внимание 
все основные доходы членов семьи, полученные за последние 12 месяцев в 
денежной форме. Важно отметить, что доход каждого члена семьи при рас-
чете среднедушевого дохода будет учитываться до вычета налогов.

Размер ежемесячной выплаты будет равен размеру прожиточного мини-
мума для детей в регионе за II квартал года, предшествующего году обраще-
ния за назначением выплаты (т.е. при обращении за выплатой в 2018 году ее 
размером будет прожиточный минимум для детей за II квартал 2017 года). В 
Республике Татарстан выплата составит 8 490 руб.

Пособие назначается на срок 1 год, после чего нужно будет подавать по-
вторные документы для получения права на выплату до достижения ребен-
ком 1,5 лет. Также можно будет досрочно прекратить получение пособия и 
использовать сертификат на материнский капитал по другому направлению.

Принятые поправки законодательно закрепили право семей использо-
вать материнский капитал для строительства жилого дома на садовом участ-
ке. Необходимым условием при этом, как и раньше, является наличие права 
собственности на землю и разрешения на строительство жилья.

Действие программы материнского капитала продлено на пять лет – 
до конца 2026 года. Все семьи, в которых до этого времени,  начиная с 2020-
го, появятся новорожденные или приемные дети, получат право на меры го-
сударственной поддержки в виде материнского капитала.
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График рождаемости в Российской Федерации с 2000 года

По данным диаграммы, охватывающей рождаемость в России с 2000 
по 2021 года, мы видим, что с момента принятия закона о материнском ка-
питале рождаемость растет. Падение рождаемости началось с 2015 года и 
продолжает падать. Таким образом, можно сделать вывод, что МСК в каче-
стве меры стимулирования рождаемости следует продолжать дорабатывать: 
вводить новые способы использования, индексировать, упрощать процеду-
ру получения. Также необходимо вводить и иные меры поддержки семей 
с детьми, какие Указом Президента РФ уже начали вводить в 2021 и 2022 
годах. 

Кроме материального стимулирования необходимо также развивать 
сферу здравоохранения, организовать строительство новых перинатальных 
центров. Пандемия показала, что данная сфера нуждается в поддержке и раз-
витии, так как Россия столкнулась с нехваткой медицинских специалистов и 
оборудования. Таким образом, методы стимулирования рождаемости долж-
ны быть комплексными. 
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Аннотация. В новых условиях основу развития интеллектуального 
капитала предприятия составляют управленческие и профессиональные 
компетенции персонала (человеческого капитала). При этом 
теоретическую и практическую актуальность компетенций определяют 
подходы к их систематической диагностике. В конечном счете они 
способствуют росту и развитию предприятия. Для решения этой задачи 
было проведено эмпирическое исследование по анализу управленческих 
компетенций руководителей среднего звена управления с целью определения 
их роли в формировании интеллектуального капитала предприятий. 
Основным методом проведения исследования был выбран инструментарий 
Ассессмент-центра. Он позволил реализовать на практике динамический 
подход к оценке уровня управленческих и профессиональных компетенций 
во времени. 

Ключевые слова: управленческие компетенции, интеллектуальный 
капитал, предприятие, персонал, динамический подход.

Введение
На первом этапе исследования в декабре 2018 года были использованы 

шесть управленческих компетенций руководителей среднего звена управле-
ния (далее - РСЗУ). К ним относятся: ориентация на результат, лидерство, 
управление исполнением, умение работать в команде, стрессоустойчивость, 
самоорганизация. В качестве методического обеспечения проводимого ис-
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следования и оценки управленческих компетенций РСЗУ был использован 
инструментарий Ассессмент центра (далее - АЦ).

Второй этап исследования был проведен в 2019 году. По сравнению с 
декабрем 2018 года (12 руководителей) добавлены результаты оценки еще 
9 участников – руководителей, которые приняли участие в исследовании, 
проведенном в августе 2019 года. Все участники – руководители разных 
компаний или направлений одного многопрофильного холдинга (торговля, 
производство, услуги: картины, изделия из кожи, мобильные приложения, 
семена и др.). В августе 2019 оценка шла по компетенциям, оцениваемым в 
2018 году с учетом добавления к ним ряда новых компетенций. 

Основная часть
Динамика моделей компетенций становится определяющей тенденцией 

формирования человеческого капитала предприятий в новых экономических 
условиях [1]. В составе компетенций 2018 года некоторые компетенции, на-
пример, стрессоустойчивость, были заменены. По другим компетенциям 
были внесены изменения в список поведенческих индикаторов. В результате 
список используемых компетенций и их индикаторов при проведении иссле-
дования в 2019 году выглядел следующим образом.

Компетенция «Нацеленность на результат» включала следующие пове-
денческие индикаторы: 1) ставит высокие цели; 2) чётко представляет цель, 
удерживает ее в процессе работы; 3) при столкновении с трудностями про-
должает работать, ищет способы достижения цели; демонстрирует гибкость 
в преодолении трудностей; 4) достигает результата, максимально близкого к 
запланированному, не довольствуется неполным. 

Компетенция «Лидерство» включала следующие поведенческие индика-
торы: 

1) партнерская лидерская позиция (открыто заявляет свою позицию, 
предлагает помощь); 2) умение воодушевлять и мотивировать; 3) лидерская 
ответственность (ответственность за успех или неудачу берет на себя. 

Компетенция «Управление исполнением» включала следующие поведен-
ческие индикаторы: 

1) планирование; 2) делегирование задач; 3) контроль исполнения; 4) об-
ратная связь; 5) мотивация подчинённых.

Компетенция «Командность и выстраивание отношений в команде» 
включала следующие поведенческие индикаторы: 

1) уважение к коллегам; 2) помощь коллегам; 3) сплочение команды.
Компетенция «Работа с большим объёмом информации» включала сле-

дующие поведенческие индикаторы: 
1) анализ и систематизация информации, запрашивает недостающую 

информацию, выделяет главное и второстепенное; 2) находит связь между 
всеми частями проблемы (сумел рассказать, какие отделы какой информа-



17

Наука и инновации

цией обладали в интервью и обрисовать общую картину); 3) видение общей 
картины, детализация.

Компетенция «Самоорганизация» включала следующие поведенческие 
индикаторы: 

1) планирование дел по времени; 2) использование критериев и принци-
пов планирования; 3) эффективное управление временем.

Компетенция «Стрессоустойчивость», которая была использована на 
первом этапе АЦ, на втором этапе была заменена на компетенцию «Работа 
с большим объемом информации». Целесообразность замены обусловлена 
происходящими резкими преобразованиями и изменениями в области ин-
форматизации российской экономики - объёмы информации стремительно 
увеличиваются, вместе с этим растёт потребность в средствах их обработ-
ки и хранения.  Важную роль в последние годы сыграло активное развитие 
цифровизации всех сфер жизнедеятельности человека и, прежде всего, прак-
тически всех отраслей экономики. Компетенции, связанные с деятельностью 
по обработке информации и принятию решений, становятся приоритетны-
ми – как в требованиях заказчика, так и в моделях оценки руководителей 
среднего звена управления на предприятиях с использованием метода АЦ.

Изменения внесены не только в модель компетенций, но в инструмен-
тарий используемых методов. Например, упражнение «Дополнительная 
возможность» (АЦ-2018) заменено на «Бюджетирование». Это сделано 
для того, чтобы участники смогли продемонстрировать умение работать с 
цифровыми и расчетными операциями («Бюджетирование» предполагает 
их широкое применение). Суть упражнения осталась та же – руководители 
разных филиалов одной компании должны договориться на совещании, как 
разделить бюджет, выделенный руководством. Упражнение разработано в 
2-х вариантах: для команды из 4-х человек и команды из 5-ти человек.

Инструментарий игры-упражнения «Бюджетирование» (приводится ча-
стично).

Сначала моделируется ситуация, в которой всем участникам необходимо 
в ограниченное время прийти к взаимовыгодной договоренности. В ходе вы-
полнения игры-упражнения осуществляется первый этап оценки поведенче-
ских компетенций участников процесса. 

После проведения игры-упражнения Бюджетирование» с участниками 
АЦ проводятся ряд интервью по компетенциям. Задача этого этапа - проана-
лизировать или диагностировать компетенции респондентов, касающиеся 
рефлексии своей деятельности. Пример: 

• Приведите пример 3-х наиболее значимых достижений. Какое из них 
было наиболее трудным? Расскажите

• Как Вы поняли суть задания?
• Довольны ли Вы своим результатом? Почему?
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• Оцените по шкале от 0 до 10 свою удовлетворенность.
• Чего Вам не хватает до 10?
• Почему не сделали это?
• Расскажите, каким образом была распределена информация между под-

разделениями?
• Какая информация была более важной для выполнения этого задания, а 

какая менее существенной?
• Какую стратегию взаимодействия с другими отделами выбрали? Что 

удалось реализовать? Было ли сложно выполнить это задание? Что вызвало 
особенные трудности?

Ниже приведены результаты анализа полученных данных по компетен-
ции «Лидерство» (см. рис.1). 

Рисунок 1. Данные оценки компетенции Лидерство

Эта компетенция была выбрана здесь потому, что разброс баллов участ-
ников АЦ по ней оказался наиболее разнообразным (амбивалентным). Толь-
ко 1 человек показал высокие значения по компетенции. Поскольку эта 
компетенция, казалось бы, должна входить в список необходимых компе-
тенций для руководителя среднего звена, то полученные результаты снача-
ла вызвали определенные вопросы. Но затем, после внимательного анализа 
индивидуальных профилей компетенций респондентов R2 («Лидерство» 
– 0, 75 балла) и R5 («Лидерство» – 1 балл), было замечено, что эти респон-
денты показывают достаточно высокие баллы по другим компетенциям: R2 
– «Ориентация на результат» (выше среднего) и «Работа с большим объ-
ёмом информации» (высокий).  R5 также показывает высокие результаты по 
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компетенции «Ориентация на результат» (выше среднего) и компетенции 
«Командность и выстраивание отношений в команде» (выше среднего).

Таким образом, здесь мы в очередной раз наблюдаем проявление ком-
пенсаторного механизма, когда достижение той или иной цели обеспечива-
ется не прямо предназначенной для этого компетенцией, а с помощью дру-
гих психологических качеств, характеристик, компетенций [2]. 

Заключение
Полученные в ходе проведенных исследований результаты позволили 

сформировать следующие выводы.
1. В современных экономических условиях важным фактором успешной 

деятельности промышленных предприятий становится использование ком-
петенций современных РСЗУ в процессе производства продукции. 

2. Использование инструментального аппарата АЦ для моделирования 
компетенций становится определяющей тенденцией формирования челове-
ческого капитала предприятий в новых экономических условиях.

3. Расширение функциональных возможностей современных продуктов 
цифровой экономики делает управленческие и профессиональные компе-
тенции важнейшим ресурсом производства. От него непосредственно зави-
сит внедрение инноваций на промышленных предприятиях и выбор страте-
гий их развития.
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Аннотация. Статья посвящена рассмотрению финансовых технологий 
по применению в здравоохранении. Где представлены положительные 
стороны применения в здравоохранении и проанализированы виды услуг, 
предоставляемые медицинским онлайн-сервисом СберЗдоровье. 
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Abstract. The article is devoted to the consideration of financial technologies 
for use in healthcare. Where the positive aspects of application in healthcare 
are presented and the types of services provided by the online medical service 
Sberbank are analyzed.

Keywords: innovations, digital technologies, financial technologies, digital 
transformation.

На современном этапе развития цифровая трансформация носит мас-
совый характер и затронула все сферы развития общества, в том числе и 
систему здравоохранения. Применение инновационных технологий в ме-
дицинских организациях обусловлено необходимостью повышения каче-
ства предоставления медицинских услуг, оптимизацией расходов, а также 
улучшением здоровья населения в целом. Последнее, напрямую, объясня-
ется тем, что инновационные технологии улучшают процесс оказания ме-
дицинской помощи не только для пациентов, но и для врачей, позволяя им 
использовать в своей практике научно обоснованные методы лечения. Про-
рывные технологии являются драйвером развития здравоохранения и про-
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движения медицинских услуг на пути к ее модернизации, интеграции между 
ее структурными элементами и институтами, ценностно-ориентированному 
лечению, что исчерпывает актуальность темы исследования.

В настоящий момент времени в системе здравоохранения происходит 
качественный переход от количественных моделей платных медицинских 
услуг к ценностно-ориентированной помощи, направленной на укрепление 
здоровья в целом, таким образом, на первый план выходит пациентоориен-
тированность. 

Эти факторы в совокупности приводят к снижению расходов, что значи-
тельно облегчает работу сотрудникам и повышает возможности развитию 
медицины [4]. То есть в рамках сокращения расходов, поиска кардинально 
новых возможностей развития медицины и создания высококачественной 
медицинской модели предоставления помощи пациентам, медицинским уч-
реждениям требуется внедрение в организацию своей деятельности систем, 
способных в совершенстве управлять данными, позволять обеспечивать не-
обходимое взаимодействия и измерять полученные результаты.

Мировая пандемия COVID-19 усугубила ситуацию в системе здравоох-
ранения по всему миру, к числу последствий справедливо можно отнести 
резкий рост расходов, перегрузку медицинского персонала, жесткое регу-
лирование, а также проблемы конфиденциальности. Тем не менее ряд ме-
дицинских работников отмечает положительные сдвиги в медицине, свя-
занные с влиянием на процессы цифровой трансформации. Так, основные 
изменения представлены на рисунке 1 [1].
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предыдущего года. В свою очередь, по итогам 2021 года, 5% всех приемов 
врачей в мире будут проходить онлайн, прогнозирует Deloitte. По оценке 
Global Market Insights, глобальный рынок телемедицины к 2026 году достиг-
нет 175 млрд.долл., в то время как российский к 2025 году может вырасти в 
64 раза — до 96 млрд рублей против 1,5 млрд рублей в 2019 году [5].

Следует отметить также пользу применения в здравоохранении таких ин-
новационных технологий, как искусственный интеллект (ИИ) и инструмен-
ты анализа данных, которые, в условиях перегруженности системы здраво-
охранения, бросившей основные силы на борьбу с COVID-19, существенно 
экономят время и силы медицинских работников в постановке диагнозов, 
ведении документации или сборе статистики.

Дальнейшее тесное взаимодействие медицинских и корпоративных ИТ-
сетей позволит усовершенствовать процесс взаимодействия между техноло-
гиями, что в свою очередь, расширит перечень цифровых инструментов для 
медицинских организаций, позволяющих тратить большую часть времени 
не на документооборот и рутинные административные задачи, а, непосред-
ственно, на пациентов, нуждающихся в помощи. Объем мирового рынка ИИ 
в медицине, оцениваемого примерно в 1,3 млрд.долл., к 2025 году может 
вырасти в десять раз.

В целом эволюция способов и времени использования инновационных 
технологий состоит из этапов, представленных на рисунке 2 [2].
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происходит упрощение процесса хранения, обмена, поиска данных.
Второй этап характеризуется тем, что инновационные технологии, такие 

как аналитика данных, облачные технологии, искусственный интеллект, ро-
ботизация постепенно вытесняют традиционные, что видоизменяет способы 
взаимодействия всеми участниками системы здравоохранения. В данном 
случае цифровые технологии позволяют обеспечить достаточный уровень 
клиентоориентированности, соответствующий современным реалиям. Ожи-
дается, что по мере развития здравоохранения ее структурные элементы 
системы станут еще более интегрированными, сочетая в себе цифровые 
функции или процессы жизнедеятельности медицинских организаций, ко-
торые прежде были разрозненными. Более того, достижения в области EMR 
и других технологий позволяют также обеспечивать скоординированность 
действий взаимодействие между медицинскими организациями всей систе-
мы здравоохранения.

Последний этап развития инновационных технологий в здравоохране-
нии представляет собой, непосредственно, саму цифровую трансформацию, 
предполагающую  полную перестройку функционирования медицинских 
организаций и предоставления ими услуг населению.

В качестве примера использования финансовых технологий в здравоох-
ранении можно отметить медицинский онлайн-сервис СберЗдоровье, ко-
торый является цифровой платформой, предоставляющей широкий спектр 
медицинских услуг (Рис.3).
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Рисунок 3. Услуги, предоставляемые медицинским онлайн-сервисом 
СберЗдоровье
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Главной особенностью данного сервиса является то, что на нем доступны 
круглосуточные онлайн-консультации с дежурными специалистами, более 
40 специальностей, что весьма удобно, поскольку отличается неоспоримым 
удобством. Так, пациент существенным образом экономит собственное вре-
мя, говоря с врачом из дома или любого другого удобного места, где есть 
интернет, при этом избегая прямых контактов с заболевшими.

С начала пандемии цифровой медицинский сервис СберЗдоровье поль-
зуется большой популярностью у населения, сейчас сервис предоставляет 
порядка 60 тыс. консультаций в месяц.

В дальнейшей перспективе планируется развитие данного сервиса по ча-
сти персонализированной медицины, позволяющей назначать лечение или 
давать рекомендации по здоровому образу жизни на основе собранных и об-
работанных данных о пациенте. 

Цифровая платформа дистанционного мониторинга, разработанная 
СберЗдоровьем, позволяет врачам удаленно наблюдать за динамикой пока-
зателей пациентов с сахарным диабетом, артериальной гипертензией и под-
твержденной коронавирусной инфекцией в разных регионах страны. Сегод-
ня данный сервис охватывает более 42 тысяч граждан России [3].

Нельзя не упомянуть про цифровой продукт Voice2Med, позволяющий в 
режиме реального времени заполнять медицинские документы, с помощью 
голосового набора. Так, во время осмотра врач с помощью специального 
микрофона начитывает информацию, которая моментально расшифровыва-
ется и автоматически переносится в открытый протокол медицинской ин-
формационной системы. Сегодня Voice2Med применяется в медицинских 
учреждениях уже в 30 регионах России, доступно для врачей разных специ-
альностей: рентгенологов, кардиологов, хирургов.

Еще одним новшеством от СберЗдоровья является функционирование 
голосовых роботов в медицинских учреждениях. Так, робот способен запи-
сать, отменить или перенести визит к врачу, а также проконсультировать по 
подготовке к той или иной процедуре. Ярким примером является внедрение 
в работу европейского медицинского центра «УГМК-Здоровье» в Екатерин-
бурге такого голосового робота.

В 2020 году «Сбер» интегрировал в свою экосистему компанию сервис 
ЕАптека, позволяющий покупателям по всей стране заказывать лекарства 
онлайн через мобильное приложение или сайт и получать лекарства и това-
ры для здоровья удобным для них способом ― доставкой или через само-
вывоз. 

В заключение следует сказать, что модернизация современной системы 
здравоохранения, которая соответствовала бы самым высоким мировым 
стандартам, предполагает повышение и качества, и доступности медицин-
ской помощи, что в условиях напряженной финансовой ситуации, вызван-
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ной мировой пандемией, требует дальнейшей разработки инновационных 
технологических решений, что позволит развивать «здоровые» сервисы, 
идущие в ногу с глобальными трендами. 
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свободный.
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Аннотация. Пандемия COVID-19 оказало экономическое воздействие 
на систему управления коммерческими банками, в том числе и в части 
расходов. Для них в новом десятилетии остро встает вопрос о снижении 
затрат при сохранении потребностей клиентов. Именно поэтому 
необходимо изучать опыт зарубежных банков для усовершенствования 
деятельности отечественных. 

Ключевые слова: управление банковскими расходами, банковский 
инжиниринг, инструменты оптимизации расходов

COST MANAGEMENT SYSTEM IN A COMMERCIAL BANK USING 
NEW FINANCIAL TECHNOLOGIES

Abstract. The economic impact of COVID-19 forces banks to take a fresh look 
at the sphere of managing their expenses. For banks in the new decade, the issue 
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of reducing costs while maintaining customer satisfaction is acute, which is why 
it is necessary to study the experience of the best banks to improve their activities.

Keywords: bank expense management, banking engineering, cost optimization 
tools

Пандемия быстро изменила методы работы в банковской деятельности 
и связанные с ними расходы. Во многих странах выросла потребность в 
цифровых услугах, и некоторые банки в ответ на это трансформировали как 
внутренние, так и внешние процессы, например, перешли на удаленную ра-
боту, не связанную с клиентами, и стали предоставлять больше услуг через 
цифровые каналы. Это ставит банки в такое положение, когда они могут 
применить подрывной подход к управлению спросом, не только сократив 
количество закупаемых товаров и услуг, но и приступив к пересмотру своих 
требований с нуля. Более того, многие из решений, которые были приняты 
в качестве быстрых обходных путей во время пандемии, теперь можно сде-
лать постоянными (например, использование цифровой подписи в электрон-
ных копиях по сравнению с бумажными оригиналами).

Восстановление уровня своих доходов является приоритетной задачей и 
серьезным вызовом для банков, поскольку они продолжают справляться с 
экономическими последствиями пандемии. Одним из наиболее перспектив-
ных методов повышения их прибыльности является применение передовой 
аналитики (ПА) и искусственного интеллекта (ИИ) для более эффективного 
управления расходами [1]. 

Чтобы раскрыть все возможности, открываемые искусственным интел-
лектом, банкам необходимо использовать подход к управлению бизнесом, 
который внедряет передовые методы управления затратами в процессы бюд-
жетирования, отчетности и контроля. После финансового кризиса многие 
европейские банки передали управление спросом в специальные центры 
управления затратами, а переговоры о ценах часто передают отдельному 
подразделению по закупкам. Отечественные банки склоняются к более цен-
трализованной модели управления затратами. Они также структурируют 
внутренние подразделения по управлению затратами в основном по катего-
риям (например, ИТ или недвижимость) и переходят к более формальным 
«советам по категориям» - межфункциональным группам, включающим за-
интересованные стороны по той или иной категории, в том числе управле-
ние затратами, закупки, владельцев бизнеса/бюджета, а также другие вспо-
могательные функции, например, юридические и нормативно-правовые. 
Однако в настоящее время одной из самых заметных тенденций на рынке 
банковских услуг в России является увеличение интереса к цифровым тех-
нологиям на фоне снижения затрат, что помогает решить большую часть 
проблем данного сегмента [4]. 
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Опыт некоторых глобальных банков показывает потенциал для еще 
большей экономии. Усилив оптимизацию затрат с помощью искусственного 
интеллекта, в сочетании с подходом к управлению спросом на основе нуле-
вых показателей и использованием центра передового опыта по управлению 
затратами, они сократили расходы в среднем на 10-15 процентов по катего-
риям затрат, а в некоторых категориях - до 35 процентов.

Некоторые игроки рынка начинают применять аналитические пути по 
категориям расходов наряду с внешними эталонами, чтобы поставить перед 
владельцами бизнеса задачи по общим и административным расходам и ка-
питальным затратам.

Ряд банков успешно применяют эти инструменты в четырех типах при-
ложений (рисунок 1). 

Рисунок 1. Преимущества при применении инструментов банками

Однако это не единственные методы сокращения банковских расходов. В 
таких областях, как логистика, командировки и недвижимость существуют 
возможности для значительной экономии. Многие мировые компании рас-
считывают в той или иной степени уменьшить расходы на командировки, 
что, вероятно, приведет к значительному сокращению расходов за счет от-
каза от командировок для внутренних целей.

В категориях расходов, на которые пандемия существенно не повлия-
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ет (например, содержание зданий, физическая безопасность, юридические 
расходы) или которые будут сокращены временно (наличные в пути, энер-
гопотребление, почтовые и курьерские услуги), банки могут использовать 
подход, основанный на нулевом спросе, наряду с новыми аналитическими 
инструментами для определения правильного уровня спроса [2]. Например, 
они могут провести восходящую оценку внутренних курьерских услуг, что-
бы определить фактическую потребность в этих услугах в головном офисе 
и в каждом филиале.

В областях, где затраты растут (например, ИТ-устройства, цифровая ин-
фраструктура и телекоммуникации), важно осознанно подходить к опреде-
лению спроса, чтобы при полном завершении пандемии COVID-19, данные 
сферы были правильно оценены и ресурсы не были потрачены впустую. На-
пример, банкам следует тщательно рационализировать свои потребности в 
ПК и других сетях, чтобы не переплачивать за текущие расходы и обслужи-
вание.

Цифровые инструменты и инновационные методы управления затратами 
будут иметь решающее значение для конкурентоспособности в банковской 
сфере. Внедряя управление спросом на основе нулевых показателей, приме-
няя аналитику и искусственный интеллект, принимая более централизован-
ную операционную модель управления затратами, банки,опираясь на свои 
предыдущие усилия по сокращению расходов, могут достичь примерно 30 
процентов от сокращения затрат, необходимых для возвращения к уровню 
рентабельности, существовавшему до событий COVID-19 [3].

Рассмотренный подход к определению банковского инжиниринга по-
зволил описать его ход с учетом особенностей формирования стоимости 
инновационного продукта. В соответствии с ним банк несет затраты, фор-
мирующие стоимость инновационного банковского продукта. На этапе вне-
дрения, когда продукт, по существу, реализован, банк активно прибегает к 
маркетинговым мероприятиям, основным из которых является проведение 
рекламных акций. Данные затраты признаются в качестве расходов на опре-
делённом периоде. Кроме того, на этапе оценки результатов формируется 
фактическая себестоимость данного продукта, поэтому затраты, понесенные 
в этот временной интервал, включены в себестоимость отчетного периода и 
учтены при определении финансового результата.
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Аннотация. В статье рассматриваются основные направления 
маркетинговой деятельности предприятия на основании исследований 
различных авторов. Были выявлены основные факторы, на которые 
современные предприятия в конкурентной борьбе должны делать упор 
в процессе функционирования предприятия. Были сделаны выводы, что 
основными показателями эффективности маркетинговой деятельности 
являются количественные и качественные показатели, которыми 
должны руководствоваться маркетологи предприятий для повышения 
эффективности функционирования компании.
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эффективность планирования. 

В статье рассматриваются основные направления маркетинговой деятель-
ности предприятия на основании исследований различных авторов. Были 
выявлены основные факторы, на которые современные предприятия в кон-
курентной борьбе должны делать упор в процессе функционирования пред-
приятия. Были сделаны выводы, что основными показателями эффективности 
маркетинговой деятельности являются количественные и качественные пока-
затели, которыми должны руководствоваться маркетологи предприятий для 
повышения эффективности функционирования компании.

Динамика современной деловой среды заставляет компании искать новые 
пути усиления своих конкурентных преимуществ. Все предприятия в услови-
ях жесткой конкурентной борьбы, стремительно меняющейся конъюнктуры 
должны не только обращать особое внимание на внутреннее состояние дел 
на предприятии, но и определять стратегическую линию долгосрочного вы-
живания, которая позволяла бы им оперативно отслеживать изменения, про-
исходящие на рынках товаров и услуг. В настоящее время крайне важным в 
деятельности предприятий является реализация комплекса мероприятий, ко-
торые включают ориентацию на все элементы формирования ассортимента, 
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тщательного исследования целевой аудитории, продвижения компании, орга-
низацию сбыта продукции (предоставления услуг). Указанный перечень ме-
роприятий и представляет собой маркетинговую деятельность предприятия. 

Существует большое количество методик повышения эффективности мар-
кетинговой деятельности, которые отличаются друг от друга по принципу 
построения, ориентированы на различных пользователей и сочетают в себе 
финансовые и нефинансовые инструменты и показатели. Отдельные направ-
ления повышения эффективности маркетинговой деятельности получили 
применение на практике. При этом каждое из направлений характеризуется 
различными достоинствами, но и имеет определенные недостатки. 

Однако, очевидно, что применение любых методик и реализация направ-
лений, связанных с изменениями в маркетинговой деятельности компаний, 
не могут быть реализованы автономно без учета системного характера биз-
неса. Следует отметить также, что существующие подходы не всегда учиты-
вают динамику внешней среды и не обеспечивают динамическое равновесие 
с внешней средой. Это свидетельствует о необходимости разработки мето-
дов изменений в маркетинговой деятельности, учитывающей взаимосвязь и 
взаимозависимость мероприятий по повышению эффективности маркетинга, 
системы предприятия в целом, его внутренней и внешней среды на основе 
эффективного использования ресурсов. 

По мнению Ю.Н. Егорова, в большинстве российских современных пред-
приятий маркетинг не отличается высокой эффективностью [1, с. 165].

Оценка маркетинговой деятельности должна быть нацелена на осущест-
вление следующих мероприятий: определение оптимального варианта реше-
ния на базе расчета эффективности маркетинговой деятельности предприятия 
на этапе ее разработки; расчет эффективности маркетинговой деятельности 
предприятия по окончании заданного периода времени, на основе фактиче-
ски полученных результатов; определение факторов, которые оказывают вли-
яние на основные показатели эффективности маркетинговой деятельности 
предприятия, их взаимодействии, уровня оказания их влияния на основные 
показатели эффективности; выявление резервов повышения эффективности 
функционирования предприятия. К основным показателям экономической 
эффективности маркетинговых мероприятий можно отнести:

объем прироста сбыта продукции, предоставления услуг за заданный пе-
риод; отношение прироста продаж продукта (предоставления услуг) к сумме 
затрат на маркетинговые мероприятия; отношение прироста прибыли, полу-
ченной после внедрения маркетинговых мероприятий, к сумме затрат на их 
реализацию; динамика уровня затрат на маркетинговые мероприятия в общем 
объеме продаж (предоставлении услуг); расходы на маркетинговые меро-
приятия, приходящиеся на тысячу клиентов (потребителей), на которые рас-
пространялись маркетинговые действия; отношение прироста приобретения 
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товара (предоставления услуг), спровоцированных маркетинговыми меропри-
ятиями предприятия, к общему числу покупок и др.[2, с. 87]. 

А.А. Бесходарный связывает показатели оценки эффективности маркетин-
говой деятельности с маркетинговыми затратами: «Модель оценки маркетин-
говой деятельности организации должна базироваться именно на категориях 
маркетинговых затрат. Результатом оценки маркетинговой деятельности ор-
ганизации в целом не может являться одно-единственное интегральное значе-
ние. Каждая статья затрат должна быть оценена в отдельности. Как результат 
– организация может осуществлять эффективную операционную деятель-
ность, но быть стратегически уязвима» [3]. Критерии оценки, предлагаемые 
автором, представлены в таблице 1. 

После расчета данных показателей, их следует проанализировать на пред-
мет их соответствия показателям текущей стратегии организации. В качестве 
критериев оценки можно рассматривать следующие показатели: положение 
компании на рынке, средняя отраслевая норма рентабельности, уровень кон-
куренции. Расчет эффективности функционирования предприятия склады-
вается из оценок следующих направлений маркетинговой деятельности: ре-
шение проблем маркетинга на рынке товаров (услуг) и в конкретной орга-
низации (предприятии); реализация маркетинговых мероприятий; результат 
реализации маркетинговых мероприятий и т.д.

Таблица 1.
Показатели эффективности маркетинговой деятельности по А.А. 

Бесходарному.

Направление оценки Показатели оценки эффективности 
деятельности

Развитие корпоративного бренда – показатель прироста стоимости бренда в 
сравнении с затратами на развитие бренда

Внутренняя эффективность 
процессов и систем

– показатель эффективности развития 
и прозрачности маркетинговых 
информационных потоков (экспертная оценка) 
в сравнении с затратами на их развитие

Изменения продуктов в 
соответствие с требованиями 
рынка

– изменение объема продаж 
скорректированных продуктов (динамика 
рентабельности)

Операционная деятельность 
стратегической бизнес-единицы: 
продажи и обслуживание

– затраты, которые несет организация 
для привлечения новых и удержания 
существующих клиентов и их доля в составе 
средней жизненной ценности клиента
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Все выше перечисленные маркетинговые направления на практике ре-
ализуются в маркетинговых решениях, качество и эффективность которых 
определяют, как выполняются маркетинговые функции на предприятии или, 
другими словами, эффективность функционирования системы в целом [4, с. 
180]. Обобщенно критерии оценки эффективности маркетинговой деятель-
ности представлены в таблице 2 [4, с. 183]. 

Анализ таблицы 2, показывает, что наиболее просто и целесообразно осу-
ществлять оценку эффективности отдельных направлений маркетинговой 
деятельности предприятия, чем оценить эффективность маркетинга в целом.

Таким образом, в ходе анализа теоретических основ повышения эффек-
тивности маркетинговой деятельности предприятий можно сделать следу-
ющие выводы. Маркетинговая деятельность – это комплекс мероприятий, 
осуществляемый, как правило, специальным подразделением, которое обе-
спечивает продвижение товаров и услуг, и, кроме того, занимается изучени-
ем установок, предпочтений клиентов (потребителей), а также регулярное 
использование этих данных для разработки новых потребительских товаров 
и услуг.

Направления оценки Составляющие маркетинговой 
деятельности

1. Эффективность предпланового периода —  маркетинговые исследования;
—  сегментирование;
—  позиционирование;
—   выбор целевых рынков.

2. Эффективность планирования —  планы маркетинга;
—  продуктовая политика;
—  ценовая политика;
—  каналы товародвижения;
—   продвижение.

3. Эффективность организации маркетинга —   организационная структура;
—  распределение задач и 
обязанностей и прав в службе 
маркетинга;
 —   взаимодействие службы 
маркетинга.

Основными направлениями повышения эффективности маркетинговой 
деятельности можно назвать комплекс мероприятий, позволяющий воздей-
ствовать, прежде всего, на внутренние факторы маркетинговой среды. 
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Основной акцент следует сделать на совершенствовании организаци-
онной структуры службы маркетинга, внедрении новых технологий в дея-
тельность компании, улучшении в функциональных областях маркетинга, 
внедрении стратегического планирования и стратегического управления 
предприятием, а также методов и инструментов контроля и оценки эффек-
тивности, и результативности маркетинговой деятельности. 

Основными показателями эффективности маркетинговой деятельности 
являются количественные и качественные показатели. К количественным 
относятся, прежде всего, показатели увеличения прибыли или снижения из-
держек. Качественные связаны с оценкой удовлетворенности клиентов про-
дукцией (услугами) компании, повышением лояльности к фирме или отрас-
ли, качественным изменением ценностей покупателей
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В специальной литературе коррупцию (от лат. corruption) общепринято 
трактовать как злоупотребление служебным положением из корыстных по-
буждений и иной личной заинтересованности. Такая трактовка весьма аб-
стракта и не позволяет четко определить критерии этого явления. Не более 
удачен и подход законодателя, который в Федеральном законе от 25.12.2008 
г. № 273-ФЗ «О противодействии коррупции» определяет коррупцию как 
злоупотребление служебным положением, дача взятки, получение взятки, 
злоупотребление полномочиями, коммерческий подкуп либо иное незакон-
ное использование физическим лицом своего должностного положения во-
преки законным интересам общества и государства в целях получения вы-
годы в виде денег, ценностей, иного имущества или услуг имущественного 
характера, иных имущественных прав для себя или для третьих лиц либо 
незаконное предоставление такой выгоды указанному лицу другими физи-
ческими лицами, а также совершение указанных деяний от имени или в ин-
тересах юридического лица. Данные подходы не отражают всей сложности 
и многообразия коррупции. 

Коррупция – это сложное социальное явление, имеющее различные фор-
мы проявления, которые не всегда очевидны, она весьма многолика и много-
гранна. Не следует понимать коррупцию лишь как совершение преступле-
ний коррупционной направленности. Как отмечают специалисты, корруп-
ция проявляется в целом спектре правонарушений:

- преступления коррупционной направленности (хищение материальных 
и денежных средств с использованием служебного положения, дача взятки, 
получение взятки, коммерческий подкуп и т.д.);

- административные правонарушения (мелкое хищение материальных 
ценностей с использованием служебного положения, нецелевое использова-
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ние бюджетных средств и средств внебюджетных фондов и другие составы, 
предусмотренные КоАП РФ);

- дисциплинарные правонарушения, т.е. использование своего статуса 
для получения некоторых преимуществ или уклонения от исполнения не-
которых обязанностей по соблюдению антикоррупционных запретов и огра-
ничений, за которое предусмотрено дисциплинарное взыскание;

- гражданско-правовые деликты (совершение запрещенных гражданско-
правовых сделок, например, принятие в дар или дарение подарков, оказание 
услуг государственному служащему третьими лицами и подобные деяния).

Сложность понимания коррупции обусловлена тем, что коррупционные 
правонарушения являются одной из ключевых форм коррупционных прояв-
лений, но не единственной. К коррупционным проявлениям относятся также 
и формально правомерные, нарушающие, например, нормы этики, морали, 
нравственности. 

Таким образом, к коррупционным проявлениям относится всякое пове-
дение публичного служащего, которое идет вразрез с социальными нормами 
и может, в конечном итоге, привести к совершению коррупционного право-
нарушения.

Безусловно, к коррупционным проявлениям, прежде всего, относятся 
коррупционные правонарушения, влекущие уголовную, административную 
или дисциплинарную ответственность. Однако под коррупционным прояв-
лением также следует понимать деятельность лиц, наделенных властными 
полномочиями, использующих пробелы и противоречия в регламентации 
реализации таких полномочий, порождающие коррупционные правонару-
шения или способствующие их совершению. К ним следует также отнести 
проявления, которые способствуют совершению коррупционных правона-
рушений вследствие недостаточной эффективности применяемых превен-
тивных мер, например принятие нормативных правовых актов, содержащих 
коррупциогенные нормы, которые приобретают качество коррупциогенных 
нормативных правовых актов, способствующих при определенных условиях 
совершению коррупционных правонарушений или коррупционным прояв-
лениям в деятельности государственных и муниципальных служащих, и по 
своему сущностному содержанию носят характер коррупционного правона-
рушения, но не легитимированы в качестве таковых. К ним, например, могут 
быть отнесены:

- использование служащим своих служебных полномочий при решении 
разнообразных вопросов, связанных с удовлетворением материальных по-
требностей служащего либо его родственников;

- предоставление не предусмотренных законом преимуществ (протекци-
онизм, семейственность) при поступлении на государственную или муници-
пальную службу и при продвижении по государственной или муниципаль-
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ной службе;
- оказание неправомерного предпочтения физическим лицам, индивиду-

альным предпринимателям, юридическим лицам в предоставлении публич-
ных услуг, а также содействие в осуществлении предпринимательской дея-
тельности;

- использование в личных или групповых интересах информации, полу-
ченной при выполнении служебных обязанностей, если такая информация 
не подлежит официальному распространению;

- требование от физических и юридических лиц информации, предостав-
ление которой не предусмотрено законом;

- нарушение установленного законом порядка рассмотрения обращений 
физических и юридических лиц;

- дарение подарков и оказание неслужебных услуг вышестоящим долж-
ностным лицам, за исключением символических знаков внимания и прото-
кольных мероприятий;

- издание нормативных правовых актов, содержащих коррупциогенные 
факторы; 

- покровительство публичному служащему со стороны должностного 
лица; 

- совершение лицом действий, выходящих за пределы его полномочий 
(прав и обязанностей по должности) и др.

Таким образом, к коррупционным проявлениям в сфере государственно-
го и муниципального управления относятся любые деяния, совершаемые 
служащими, как правило, в интересах определенного лица (группы лиц, ор-
ганизаций), противоречащие установленному законом порядку реализации 
таким лицом (лицами) своего правового статуса, а также склонение другого 
лица (группы лиц, представителей организаций) к выплате ему материаль-
ного вознаграждения, оказания услуг и т.п. за реализацию своего должност-
ного статуса в интересах этого лица (лиц).

В целом под коррупцией в сфере государственного и муниципального 
управления следует понимать любое использование лицом своего служебно-
го статуса, сопряженное с получением как для себя, так и для аффилирован-
ных лиц (в частности, своих родственников) выгоды материального харак-
тера (имущества, услуг или льгот), а также иной (нематериальной) выгоды 
вопреки законным интересам общества и государства, либо предоставление 
такой выгоды указанному лицу.

При этом коррупции может быть подвержено любое лицо, обладающие 
дискреционной властью, т.е. властью над распределением каких-либо не 
принадлежащих ему ресурсов по своему усмотрению (чиновник, депутат, 
судья, сотрудник правоохранительных органов, администратор, экзамена-
тор, врач, должностное лицо и иные служащие), имеющий полномочия и 
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использующий эти полномочия вопреки законным интересам общества и 
государства в своих личных интересах или в интересах иных лиц, поскольку 
последние в той или иной степени могут удовлетворить его личный интерес 
(имеется в виду лицо, обладающее дискреционной властью).

Особую группу среди таких лиц составляют лица, имеющие публичный 
статус, к которым относятся как должностные лица, так и другие лица, ко-
торые не наделены должностными полномочиями, но находятся на государ-
ственной или муниципальной службе.

К числу существенных признаков, присущих коррупционеру – государ-
ственному или муниципальному служащему, относится признак обладания 
властью над распределением каких-либо не принадлежащих ему ресурсов 
(как материальных, так и нематериальных) по своему усмотрению. Под ре-
сурсом в данном случае понимается какой-либо интерес как некое мораль-
но-материальное благо, которое необходимо получить в свое обладание. 
Причем понимание ресурса не исчерпывается только материальными кате-
гориями (деньги, иные вещи, услуги), оно также может иметь и нематери-
альное содержание (незаслуженное поощрение государственной наградой, 
продвижение по службе, покровительство, попустительство и т.п.).

Усмотрение (дискреция) в использовании должностного и иного служеб-
ного положения – это основное средство коррупции. 

Соответственно, коррупция является сложным многогранным социаль-
ным явлением, которое, по сути, представляет собой девиацию и негатив-
но влияет, прежде всего, на авторитет и эффективность государственного 
и муниципального управления, а в целом – на все сферы государственного 
строительства и общественной жизнедеятельности.
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Аннотация. В современном мире организация не может быть успешной 
без эффективной работы ее сотрудников, на результаты которой в 
свою очередь влияет организация труда. Организациям необходимо 
правильно организовывать труд, что поможет повысить эффективность 
деятельности работников. Банковская сфера является довольно 
специфичной и соответственно в ней присутствуют определенные 
особенности в организации труда персонала.

В статье рассмотрены основные особенности организации труда 
работников банковской сферы.

Ключевые слова: организация труда, банк, нормирование труда, 
производительность труда.

Как и любая организация, деятельность которой связана с финансами, 
банк имеет определенное количество конфиденциальной информации. Банк 
должен тщательно проводить отбор сотрудников, собирая информацию 
о всех нарушениях, финансовых махинациях и т.д. Так как риск при этом 
слишком велик, может пострадать не только репутация банка, но и обычные 
люди. Основными проблемами для работодателей и работников банковской 
сферы являются: 

• возможная утечка конфиденциальных данных;
• сложность в мониторинге деятельности персонала;
• организация корпоративного общения;
• организация охраны труда.

По этим причинам, организации такого типа уделяют большое внимание 
работе службы безопасности, которая старается минимизировать риски [1, 
c. 65]. Также одной из особенностей является работа родственников вместе 
в банковской сфере. Так, если кандидат имеет родственников в банке, то ни 
при каких обстоятельствах они не будут работать в одном или даже близких 
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по функционалу подразделениях. Будет проведена специальная проверка на 
предмет возможной подконтрольности друг другу, участия в одних бизнес-
процессах.

Безусловным фактором так же является определенный внешний вид. Так 
как сотрудники работают с клиентами, они должны быть опрятны и различ-
ные дефекты во внешности, к сожалению, не допускаются, также у человека 
должна быть грамотная речь.

С организацией рабочих мест в банках дела обстоят таким образом, что 
разделение рабочих мест произведено согласно всевозможным классифи-
кациям. В организациях учтены все требуемые нормы: место, количество 
участников, автоматизация рабочих мест и необходимое оборудование [2, 
с. 7].

Также стоит отметить, что во многих банках сотрудники работают уда-
ленно. При наличии удаленного формата работы работодатели банков об-
суждают с сотрудниками такие вопросы, как: 

• наличие соответствующего оборудования; 
• возможность изменения рабочего графика; 
• конфиденциальность данных;  
• оценка потенциальных рисков, о которых известно работнику; 
• наличие помещения удобного для работы из дома.

Если же в офисах осуществлять контроль за работниками можно без 
особых проблем, то для удаленного формата работы сотрудники банков ис-
пользуют специализированные программные обеспечения, которые помога-
ют работодателю осуществлять контроль над своими подчиненным, а также 
снизить утечку данных. Например, программа “удаленного рабочего стола” 
через которую сотрудник может подключиться к офисному компьютеру на-
ходясь дома и при этом сохранять внутренние данные организации на ра-
бочем столе офисного устройства.  Если раньше у руководителей был ви-
зуальный контакт и им было достаточно пройтись по офису, чтобы увидеть 
кто чем занят, то сейчас, все сотрудники находятся вне поля зрения и могут 
«отлынивать» от работы.   Достаточно проблематичным на данный момент 
является и контроль за тем, чтобы выполнялись необходимые объемы работ 
сотрудниками (оценка эффективности).

Проведение методов нормирования труда, которое тесно связанное с ор-
ганизацией труда персонала, становится также проблематичным, а, следова-
тельно, затруднительно определить насколько эффективно сотрудники ис-
пользуют рабочее время. Например, метод фотографии рабочего дня может 
быть проведен самим работником (самофотография), однако, результаты не 
будут такими же объективными и точными, как при проведении данного ме-
тода специалистом в области нормирования труда [3, с. 91]. Здесь также не 
обошлось без внедрения технических средств с помощью которых можно 
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контролировать работу персонала.
Ярким примером где преимущественно преобладает удаленный формат 

работы можно считать АО Тинькофф банк. В данной компании нет отделе-
ний для обслуживания клиентов и имеется лишь головной офис в Москве 
для сотрудников. Программисты банка создали собственную программу для 
контактного центра, которая способна фиксировать время, в течение кото-
рого сотрудники отлынивают от работы (это время фиксируется и влияет на 
премию сотрудников), фиксируется рабочее время и время перерывов. При 
использовании данного программного обеспечения осуществляется запись 
экрана и звонков, что дает возможность руководителям контролировать со-
трудников и оценить их работу, указать на ошибки и повысить их произ-
водительность. Программное обеспечение помогает вычислить сотрудника, 
который решить заняться мошенническими действиями. 

Большинство сотрудников банков   выполняют работу сидя за компью-
тером и поэтому рабочее место должно соответствовать эргономическим 
требованиям [4, с. 61].

В большом количестве банков используется регрессивной подход начис-
ления премий сотрудникам контактного центра. Каждому сотруднику уста-
навливается ежемесячно премия, которую он может получить полностью 
или частично в зависимости от его результатов. Размер установленных пре-
мий зависит от занимаемой должности в отделе. Оценивается работа кон-
сультантов в виде оценки определенного количества их звонков. Если каче-
ство звонков идеальное выставляется максимум 100 баллов. Для получения 
максимальной премии сотрудникам необходимо получить максимум баллов 
за каждый прослушанный звонок. Если же результат не идеальный, то от по-
лученных оценок выводят среднее арифметическое и в зависимости от того, 
какая оценка по 100-бальной системе вышла у сотрудника он получается 
соответствующий процент от установленной ему ежемесячной премии или 
же не получает ее совсем при очень плохих результатах. 

Несмотря на специфичность, организация труда крупных кредитных 
учреждений находится на достаточно высоком уровне. Выбор правильной 
стратегии организации труда персонала позволяет стабилизировать уровень 
эффективности своих сотрудников и соответственно улучшить состояние 
производительности труда [5, с. 175]. 
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Введение
В условиях быстро меняющейся экономики большая часть изменений 

будет сказываться и на рынке труда, так как спрос на те или иные профес-
сиональные знания работников будет меняться. Организации, которые уже 
определили список должностей, который ей необходим для эффективного 
функционирования, могут столкнуться со сложностями, связанными с до-
полнительными издержками как в плане производительности труда, так и в 
плане оплаты труда.

Основная часть
Оценка должностей – это систематический процесс определения относи-

тельной ценности различных должностей в организации. Цель оценки долж-
ностей состоит в том, чтобы сравнить должности друг с другом и создать 
структуру оплаты, которая была бы справедливой, понятной и последова-
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тельной для всех. Грамотно проведенная оценка должностей гарантирует 
более точный подход к требованиям производительности труда и запросам 
к будущим кандидатам на данные должности. В свою очередь, данный про-
цесс также является неотъемлемым этапом на пути к справедливой оплате 
труда в организации [1].

Оценка должностей является наиболее чувствительной и важной сферой 
деятельности для будущего успеха организации. Оценка должностей ресур-
сами стала важным процессом, определяющим бизнес-цели и внутренний 
потенциал для достижения и превышения этих целей с увеличением спроса 
со стороны бизнеса. Поэтому организациям следует проводить оценку долж-
ностей, чтобы определять пути наиболее эффективного предоставления то-
варов и услуг, требуемых со стороны спроса.

Оценка должностей в организации обязательно проводится с участием 
высшего руководства, которое должно понимать важность оценки, чтобы 
направлять этот процесс. Отдел кадров должен прививать ценности и ви-
дение оценки должностей высшим лицам, принимающим решения, и пони-
мать необходимость такой деятельности. Восприятие высшим руководством 
роли оценки должностей имеет большое значение для роста организации, и 
поэтому мнение высшего руководства относительно процесса оценки опре-
деляет, как оценка будет проводиться в организации.

Оценка должности должна проводиться с четко поставленными целями 
организации. В связи с этим руководителям следует уделять время присталь-
ному контролю за работой сотрудника в течение года или делать подробные 
записи. Для достижения этой цели сотрудник и руководитель должны часто 
взаимодействовать в течение года и избегать объявления оценок достиже-
ний в краткосрочный период оценки. Руководитель и сотрудник должны 
знать, что есть проблемы с производительностью до основного ежегодного 
обзора, чтобы избежать неожиданностей. Чем дольше проблема может про-
должаться, тем труднее принять меры по ее устранению.

На оценку должности влияют несколько факторов. Сюда входят знания о 
сотрудниках, контроль и сложность работы, ежедневные контакты, физиче-
ская среда, принятие решений и обязанности по надзору. Некоторые планы 
оценки должности на самом деле почти полностью полагаются на информа-
цию о рынке труда. Примерный метод оценки должностей должен включать 
в себя информацию о рыночной заработной плате по значительной части 
рабочих мест в организации и сравнивать «рыночную ставку» с графиком 
уровней заработной платы, построенным с определенными интервалами. 
Оценка должности заключается в сопоставлении рыночных ставок со став-
ками компании. 

После того, как система оценки внедрена в организацию, ее следует про-
анализировать, чтобы убедиться, что она эффективно соответствует постав-



46

Наука и инновации

ленным целям. Для всесторонней оценки требуется сбор нескольких типов 
данных, включая реакции работников, достоверность выводов, способность 
различать возможные неблагоприятные эффекты. Таким образом, создаются 
основания для аргументов в пользу актуальности проверки действительно-
сти и приемлемости оценки, особенно с точки зрения сотрудников.

Таким образом, процесс оценки должностей будет оказывать влияние на 
персонал организации. В частности изменения, связанные с оценкой долж-
ностей, будут влиять на настроения работников и их взгляда на возможности 
карьерного развития.

1. Удовлетворенность сотрудников. Оценка вклада и способностей че-
ловека – эмоциональный и очень деликатный процесс. Сотрудники могут 
быть обеспокоены и не уверены в системе оценки, что это может повлиять 
на их работу. Поэтому четкое понимание сотрудниками целей и результа-
тов оценки должностей окажет положительный эффект на организацию. 
Сотрудникам следует разрешить анонимно оценивать работу своего руко-
водителя. Этот процесс помогает топ-менеджерам диагностировать стили 
управления, выявлять потенциальный человеческий фактор проблемы и при 
необходимости предпринимать корректирующие действия с отдельными 
менеджерами. Оценка не должна проводиться только сверху вниз, так как 
понимание сотрудником своего дальнейшего пути развития даёт ему воз-
можность развиваться, повышая производительность труда.

Оценка должности будет связана с уровнем удовлетворенности работой. 
На современном предприятии изменения в технологиях еще больше влияют 
как на сами должности, так и на системы оплаты труда. Некоторые рабочие 
места могут устареть в результате того, что техника перенимает человече-
ские навыки, в то время как появляются новые должности, для её обслужи-
вания. Также меняются обязанности и ответственность. Другими словами, 
сама производственная система во многих областях видоизменяется по-
разному

2. Справедливость в оплате труда. Оценка должностей оказывает су-
щественное влияние на развитие сотрудников, так как она стала инструмен-
том ограничения и в некоторой степени устранения многих неопределен-
ностей, обычно встречающихся в вопросах заработной платы, тем самым 
сужая область разногласий между руководством и сотрудниками. Таким об-
разом, оценка должностей приводит к необходимости со стороны руковод-
ства найти метод определения справедливой разницы в ставках заработной 
платы, и она стала средством достижения цели как для руководства, так и 
для профсоюзов в целях улучшения производственных отношений [2].

Трудности или конфликты, возникающие при установлении шкалы за-
работной платы, устраняются, если больше внимания уделяется роли оценки 
каждой должности. В этом отношении оценка должностей более актуальна 
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для крупных организаций, поскольку она применяется для оценки сотруд-
ников и предложения новых или более высоких обязанностей в тандеме с их 
продемонстрированными достижениями и областями компетенции. Можно 
ожидать, что в будущем, вероятно, будет наблюдаться постоянное увеличе-
ние использования оценки работы для всех видов занятости и их продвиже-
ния в рамках организации.

Основная задача постоянного процесса оценки должностей – подтол-
кнуть организацию к использованию имеющихся человеческих ресурсов для 
достижения ее стратегических целей. Компании, которые не уделяют доста-
точного внимания оценке работы, не получают преимуществ от эффектив-
ности, качества продукции, инноваций и высокой степени реагирования на 
потребности рынка и клиентов. Исходя из этого наблюдения, оценка работы 
является сравнительным показателем, который способствует росту произво-
дительности и росту организации.

Современная экономика строит условия так, что для организаций оценка 
должностей считается эффективной только при непрерывности этого про-
цесса. Периодические наблюдения, мониторинг, коучинг, консультирова-
ние, обратная связь и ведение записей оценщиком имеют решающее значе-
ние. Таким образом, проблемы производительности выявляются на раннем 
этапе и устраняются до того, как они приведут к задержкам и неэффективно-
сти. Результаты оценки должности должны доноситься до работников, если 
они должны привести к изменениям в работе сотрудника или поддержанию 
высокого стандарта качества [3].

Для поддержания данного процесса могут использоваться как внутрен-
ние ресурсы организации, так и внешние. Организация может создать спе-
циальную комиссию по оценке должностей, которая с определенной перио-
дичностью будет проводить оценку и переоценку должностей. Также суще-
ствуют специальные консалтинговые организации, специализирующиеся на 
оценке должностей, которым можно передать данную функцию.

Таким образом, непрерывный процесс оценки должностей может повы-
сить эффективность деятельности организации, так как данный процесс даст 
возможность более точно определить как та или иная должность может при-
нести пользу организации. Также, если сам работник, занимающий данную 
должность, будет понимать ценность занимаемой им должности и, соответ-
ственно и свою необходимость, он будет стремиться повысить свою произ-
водительность труда, так как исчезает фактор неопределенности. Переоцен-
ка может коснуться и вопроса оплаты труда оцененной должности, так как 
из-за внутренних и внешних факторов необходимо эффективно, но при этом 
справедливо оплачивать труд сотрудников.
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Аннотация. Практически все решения принимаются в условиях, 
по крайней мере, некоторой неопределенности. Однако степень 
будет варьироваться от относительной уверенности до большой 
неопределенности. 

При принятии решений существуют возможные альтернативы, от 
выбора которой зависит результат решения данной проблемы.

Принятие решений сопряжено с определенными рисками. Риск 
– это ситуация, находящаяся под воздействием опасности. Также 
неопределенность - это неполное, неправильное  знание о ситуации. На 
сегодняшнее время обсуждаются источники риска и неопределенности при 
принятии решений, подчеркивается различие между неопределенностью и 
риском.

В данной статье рассматриваются сущность неопределенности 
при принятии решений, критерии  и уровни принятия решений, 
алгоритм принятия решений, особенности принятия решений в условиях 
неопределенности, а также стратегии для выбора альтернативы при 
принятии решений.
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Abstract. Almost all decisions are made under conditions of at least some 
uncertainty. However, the degree will vary from relative certainty to great 
uncertainty.

When making decisions, there are possible alternatives, the choice of which 
determines the outcome of solving this problem.

Decision-making involves certain risks. Risk is a situation that is under the 
influence of danger. Also, uncertainty is incomplete, incorrect knowledge about 
the situation. At present, the sources of risk and uncertainty in decision-making 
are discussed, the difference between uncertainty and risk is emphasized.

This article discusses the essence of uncertainty in decision-making, criteria 
and levels of decision-making, decision-making algorithm, features of decision-
making under uncertainty, as well as strategies for choosing alternatives in 
decision-making.

Keywords: uncertainty, risk, probability.
Разработка решения предполагает собой действие, в котором большую 

роль будет играть использование определенного объема информации. Уже 
от полноты данной информации будет зависеть разделение решения на ре-
шение, принимаемое в условиях определенности/неопределенности и риска.

Сущность неопределенности проявляется в том, что при наличии неогра-
ниченного количества состояний оценка вероятности наступления каждого 
из них невозможна. 

Принято рассматривать 4 уровня неопределенности.
1. Низкий уровень неопределенности. Влияние слабое, поэтому практи-

чески не влияет на результат принятия решения.
2. Средний уровень неопределенности. Требует пересмотр основных эта-

пов разработки решения.
3. Высокий уровень неопределенности. Требует разработку новых про-

цедур.
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4. Сверхвысокий уровень неопределенности. Предполагает нахождение 
вне понимании лица, принимающего решение [7].

При большом количестве возможных вариантов принятия решений воз-
никает риск неопределенности в отношении того, какое возможное условие 
следует принять для лучшего результата.

В условиях риска и неопределенности для простоты и наглядности часто 
используются хорошо известные пути для принятия решений. В любой ор-
ганизации необходимо изучить ее структуру, а также культуру организаций, 
поскольку они оба в значительной степени влияют на процессы принятия ре-
шений, а также проводить мониторинг финансового состояния предприятий, 
который является одним из главных инструментов, и позволяет обосновать 
инвестиционную и финансовую деятельность определенного сектора эконо-
мики [2].

Риски и неопределенности, связанные с разработкой проекта, могут воз-
никнуть из-за того, что существует множество источников ошибок. Ошиб-
ки прогнозирования – один из сильных факторов, влияющий на риск и не-
определенность. Ошибки же в данных имеют незначительные последствия. 
Многие аналитики утверждают, что сценарии развития событий указывают 
только на то, что может произойти из заданных альтернатив [3].

Как правило, предполагается, что управленческие решения принимались 
при наличии полной определенности, и решение как потребителей, так и 
производителей зависит от точного знания состояния фирмы, потребителя 
и рынка.

Иногда управленческие  решения принимаются с использованием ненад-
лежащей информации, и поэтому результаты этих решений не могут быть 
известны с какой-либо степенью точности. Иногда менеджер не может знать, 
например, будет ли внедрение нового продукта прибыльным из-за неопреде-
ленности макроэкономических условий, потребительских вкусов и реакции 
конкурентов, доступности ресурсов, цен на сырье, трудовых волнений, по-
литической нестабильности и так далее [6]. Неопределенность, связанная с 
решениями, принятыми в любой момент времени, и неопределенность ре-
зультатов, связанных с этими решениями, одновременно имеют тенденцию 
к дальнейшему увеличению, которое мы проецируем в будущее.

Существует множество возможностей или разнообразных методов, по-
зволяющих попытаться преодолеть проблемы, которые неопределенность 
создает для лиц, принимающих решения. На одном конце спектра находятся 
вероятностные методы анализа рисков и принятия решений. На другом кон-
це спектра находятся специальные методы (разработанные специально для 
конкретного решения) и даже интуиция, если это можно назвать методом. В 
отличие от вероятностного анализа рисков и принятия решений, специаль-
ные методы и интуиция вряд ли обеспечат обоснованную основу для приня-
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тия решений. Это особенно верно в тех случаях, когда лица, принимающие 
решения, пользуются доверием общественности, а именно в том случае, ког-
да потенциальные потери будут распределены между населением, которое, 
возможно, мало или вообще не участвовало в процессе принятия решений. В 
таких случаях использование рационального и строгого подхода к принятию 
решений необходимо как для защиты лица, принимающего решения, так и 
для защиты общественности. Решение, имеющее вероятностный риск, и ана-
лиз решений являются наиболее строгим инженерным подходом к сложным 
проблемам принятия решений, связанным с неопределенностью [1].

На протяжении всего процесса принятия решений важно знать, что дея-
тельность по моделированию решений не направлена на «получение отве-
та». Скорее, речь, наконец, идет о том, чтобы узнать больше о самой про-
блеме принятия решений. Модель приведет лицо, принимающее решения, к 
более глубокому пониманию его конкретной проблемы принятия решений, 
позволяя ему поднять проблему и изучить ее или изучить ее с самых разных 
точек зрения.

Одна из главных особенностей решений, которые принимается в услови-
ях неопределенности, риска состоит в том, что исходный результат решений 
невозможно предугадать. Можно выделить критерии, с помощью которых 
можно провести оценку уже принятого решения.

 
Рис.1. Критерии оценки принятия решений 

 

Особенности управленческих решений, которые принимаются в 

условиях неопределенности: 

1. Решения, которые характеризуются тщательной оценкой всех 

имеющихся вариантов развития событий, согласование каждого этапа 

принятия решений. 

2. Решения, которые хорошо подстроенные под изменения 

внутренней и внешней среды. 

3. Решения, в которых уровень негативных последствий приближен 

к 0 [5]. 

Рассмотрим алгоритм принятия решения в условиях неопределенности. 

1. Подготовка решения. На этом этапе следует проанализировать 

проблему, определить критерии, по которым в будущем будет сделан выбор, 

также найти альтернативные решения. 

2. Рассмотрение альтернатив. Все взаимосвязано, поэтому проблемы 

в одной сфере могут повлечь за собой проблемы в другой сфере, 

следовательно, нужно выбрать вариант, в котором можно минимизировать эти 

проблемы. 

1. • Запрограмированность решений

2. • Повторяемость проблемы
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4. • Значимость цели

5. • Длительность реализации
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8. • Характер использования информации
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10. • Способ фиксации

Рисунок 1. Критерии оценки принятия решений

Особенности управленческих решений, которые принимаются в услови-
ях неопределенности:
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1. Решения, которые характеризуются тщательной оценкой всех имею-
щихся вариантов развития событий, согласование каждого этапа принятия 
решений.

2. Решения, которые хорошо подстроенные под изменения внутренней и 
внешней среды.

3. Решения, в которых уровень негативных последствий приближен к 0 
[5].

Рассмотрим алгоритм принятия решения в условиях неопределенности.
1. Подготовка решения. На этом этапе следует проанализировать пробле-

му, определить критерии, по которым в будущем будет сделан выбор, также 
найти альтернативные решения.

2. Рассмотрение альтернатив. Все взаимосвязано, поэтому проблемы в од-
ной сфере могут повлечь за собой проблемы в другой сфере, следовательно, 
нужно выбрать вариант, в котором можно минимизировать эти проблемы.

3. Выбор решения. Принятие решения на основе анализа всех влияющих 
факторов.

4. Реализация выбранного решения. Согласование решения со всеми зве-
ньями.

5. Контроль и оценка [4].
Для выбора альтернативы в условиях неопределенности разработан ряд 

стратегий:
 - правило Вальда. Согласно этому правилу, будет выбран тот вариант из 

возможных вариантов, при котором будет обеспечен лучший исход при худ-
шем стечении обстоятельств.

 - правило Гурвича. Представляет собой компромисс двух стратегий. Для 
каждого варианта рассматривается min и max значение.

 - правило Сэвиджа–Нигана. Ориентируется на минимизацию самого пло-
хого результата из возможных.

 - правило Лапласа. Нейтральное отношение лица, принимающего реше-
ние, к риску.

 - правило Крелле. Все зависит от индивидуальных предпочтений лица, 
принимающего решения, в отношении риска.

Таким образом, принимая решение в условиях неопределенности следу-
ет помнить, что решение, которое принято на основе даже поверхностного 
анализа и прогноза будет выигрывать во многих критериях по сравнению с 
решением, принятым спонтанно. В целях реализации этого правила можно 
прибегнуть к различным методам анализа и прогнозирования. Человек, за-
нимающийся принятием решения должен обладать необходимыми знания-
ми и опытом в необходимой для принятия решения сфере. Следует уметь 
правильно оценивать риск и принимать эффективное решение для того, что-
бы вывести ситуации из состояния неопределенности.
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В основе познавательной деятельности дошкольника лежит ориентиро-
вание в пространстве окружающей действительности. Если у ребенка воз-
никают трудности в освоении пространственных представлений, то это впо-
следствии приведет к образовательным трудностям при обучении в школе. 
Формирование пространственных представлений – это длительный и слож-
ный процесс, который начинается в детстве, продолжается в дошкольном 
возрасте, затем совершенствуется при школьном обучении. Несформиро-
ванность пространственных представлений влияет на интеллектуальный 
уровень развития ребенка, в школьный период проявляется в нарушениях 
чтения, письма и счета [1].

Пространственные представления являются базовым новообразованием 
в развитии ребенка, и оказывают влияние на его умственное развитие, вооб-
ражение, способствуют формированию различных видов деятельности. Си-
стема пространственных представлений, ориентиров, образов, изображений, 
действий у ребенка, как один из элементов его психической деятельности, 
создается и развивается в раннем возрасте. Уровни пространственных пред-
ставлений, формируются, как бы надстраиваясь один над другим, выстраи-
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вая мыслительный и познавательный процесс ребенка, в освоении которого 
большую роль играет пространственная лексика. [1]

В пространственном мышлении ребенок использует образы, содержани-
ем которых является воспроизведение и преобразование пространственных 
свойств и отношений объектов: их формы, величины, взаимного положения 
частей. Под пространственными отношениями понимаются отношения меж-
ду объектами пространства или между пространственными признаками этих 
объектов, что выражается словесными понятиями о направлениях (вперед-
назад, вверх-вниз, налево-направо), о расстояниях (близко-далеко), об их от-
ношениях (ближе-дальше; с помощью предлогов - под-над), о местоположе-
нии (в середине), о протяженности объектов пространства (высокий-низкий, 
длинный-короткий) и т.д. 

Н.Ю. Борякова подчеркивает, что детям с ЗПР свойственны: недостаточ-
ный для своего возраста уровень знаний, умений и навыков, неумение полу-
чать знания без помощи взрослых и соответствующего обучения. Такие про-
белы появляются и при формировании пространственных представлений. 
[2]

Дети с ЗПР часто испытывают трудности в ходе зрительно-простран-
ственного анализа и синтеза, что взаимосвязано со становлением конструк-
тивного мышления. Например, при выполнении задания на складывание 
сложных геометрических фигур и узоров дети с ЗПР часто затрудняются 
в осуществлении полноценного анализа формы, установления симметрич-
ности, тождественности частей конструируемых фигур, расположении кон-
струкции на плоскости, соединении её в единое целое. 

На основе изучения научной литературы мы выяснили, что отклонения в 
формировании пространственных представлений у детей дошкольного воз-
раста с задержкой психического развития возникают в следствие: 

- замедления процесса переработки информации,  это приводит неточно-
му или неполному узнаванию предметов;

- неумения выделять фрагмент из целого предмета;
- несформированности приемов обследования и распознавания предмета 

и его расположения относительно других предметов;
- недостатков памяти и ее уменьшенный объем, что приводит к трудно-

стям во время запоминания и воспроизведения материала;
-  недостаточного развития зрительно-моторной координации;
- низкого уровня познавательной активности;
- трудностей речевого опосредствования;
- низкого уровня сформированности мыслительных операций;
- сниженной работоспособности.
Также у детей с ЗПР могут страдать разные звенья, входящие в процесс 

пространственного восприятия: предметно-пространственная ориентиров-
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ка, чувственное восприятие, вербализация пространственных компонентов, 
пространственная организация движения.

Н.Я. Семаго отмечает необходимость развития пространственных пред-
ставлений как базовых составляющих для проведения диагностической и 
коррекционной работы. [3]

В рамках нашего исследования с целью эффективного формирования 
пространственных представлений использовались различные методы: 1. 
наглядные (наблюдения, демонстрация иллюстраций, презентаций, муль-
тфильмов, макетов, и т.д.); 2. словесные (чтение сказок, отгадывание зага-
док); 3. практические (игры, упражнения, опыты).

Восприятие и закрепление правильного понимания и употребления тер-
минов, обозначающих пространственные характеристики и отношения осу-
ществлялось на занятиях с использованием дидактических игр и упражне-
ний. [2]. В процессе работы по формированию пространственных представ-
лений предпочтение отдавалось практическим методам, а именно методу 
наглядного моделирования. 

Моделирование - это метод, который предусматривает самостоятельное 
открытие и осмысление детьми предоставленной информации. Такой про-
цесс важен для детей дошкольного возраста из-за того, что их мыслительные 
задачи решаются с преобладающей ролью внешних средств, то есть нагляд-
ный материал усваивается намного лучше, чем словесный. Использование 
опорных схем помогает задействовать и подключить двигательную, зри-
тельную, ассоциативную память для решения познавательных задач, разви-
тия пространственного мышления. 

Результаты экспериментального обучения позволили убедиться в эффек-
тивности метода наглядного моделирования для формирования простран-
ственных представлений у дошкольников с ЗПР.
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В декларации ООН "Образование 2030" обосновывается устойчивая за-
висимость развития мирового образования от использования медиаресурсов 
в национальных педагогических системах [1]. Опыт зарубежных стран в об-
ласти медиаобразования чрезвычайно важен для отечественных исследова-
телей, так как основные концептуальные положения медиапедагогики берут 
начало именно из западных научных школ. 

Философско-методологической основой медиаобразования принято счи-
тать теорию «диалога культур». Проведенный нами анализ зарубежных и 
отечественных источников показал, что зарубежные концепции медиаобра-
зования успешно интегрируются в наше образовательное пространство и 
существенно обогащаются российскими исследователями. Сравнительная 
характеристика концепций показала, что для российских медиапедагогов 
приоритетным является воспитательно-этическая и развивающая направ-
ленность медиаобразования, включающая социокультурное формирование, 
развитие восприятия, воображения, зрительной памяти, самостоятельного 
критического мышления, а для зарубежных – практическая, направленная на 
изучение, критическое осмысление и овладение навыками работы и обще-
ния с медиа.

В области дошкольного образования в большей степени используют-
ся эстетическая, художественная, здоровьесберегающая (инъекционная), в 
меньшей степени - практическая и концепция формирования критического 
мышления. Данные концепции ориентированы на возрастные особенности 
дошкольника, формирование основ медиаграмотности и предполагают при-
менение различных медиасредств (мультфильмы, кино, аудио, радио и т.д.) 
как в комплексе, так и по отдельности. Дошкольными педагогами определе-
ны средства реализации выдвинутых задач в условиях дошкольных органи-
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заций [4]. 
В мировой образовательной практике сегодня медиаобразование охваты-

вает детей как младшей ступени начального образования, так и дошкольного 
возраста. При этом в России, в отличие от зарубежных стран, дошкольное 
медиаобразование на современном этапе развития рассматривается не в 
рамках начального образования, как в большинстве западных стран, а как 
самостоятельное направление с определением его собственных задач и спец-
ифики [3].

Сегодня дошкольное медиаобразование находится в начале своего раз-
вития. Министерство образования РФ в 2002 г. официально одобрило и заре-
гистрировало данное направление в отечественном образовании. А его старт 
задан в 2011 г. в рамках реализации проекта «Дошкольное медиаобразова-
ние: траектория развития» под патронажем Ассоциации медиапедагогики 
России. 

Проведенный нами анализ сайтов дошкольных образовательных органи-
заций различных регионов России показал, что большинство из них никак 
не освещает медиаобразовательную деятельность и не создает какие-либо 
материалы по развитию медиаграмотности дошкольников, нигде нет оформ-
ленного раздела по медиаобразованию. Хотя во всех организациях суще-
ствует направление «Информационная безопасность», в котором говорится 
о важности безопасного поведения в работе с медиаресурсами, однако дан-
ное положение ничем не конкретизируется.

Также нами было проведено анкетирование педагогов с целью устано-
вить, имеют ли педагоги представление о том, что такое «медиаобразова-
ние», видят ли медиаобразовательный потенциал, используют ли его в це-
лях обучения, воспитания и развития дошкольников, насколько актуальна 
на данный момент разработка новых методических рекомендаций по меди-
аобразованию дошкольников. В анкетировании участвовало 20 педагогов, 
большинство из которых имеют стаж работы более 15 лет.

В процессе анализа ответов были получены следующие результаты: 80% 
опрошенных педагогов знают, что такое медиаобразование, 15% слышали, 
но не могут дать точного ответа и 5% не имеет представления. Большинство 
опрошенных, а именно 70% смогли правильно определить понятие медиао-
бразования. На вопрос «Считаете ли вы, что ребенок еще до школы должен 
познакомиться со средствами массовой коммуникации и средствами массо-
вой информации (в том числе Интернет)?» 70% респондентов ответили ут-
вердительно и только 30% отрицательно. Было интересно обнаружить, что 
70% педагогов относятся к медиаобразованию детей дошкольного возраста 
в ДОО нейтрально и считают, что медиаобразование может присутствовать, 
но в очень ограниченном объеме, тогда как перспективность данного на-
правления отметили лишь 30%. 
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Анкетирование показало, что 75% дошкольных работников имеют мало 
опыта по применению медиаобразовательных технологий в своей работе, но 
все же используют их по мере возможностей, 15% не имеют такого опыта, и 
только 10% часто используют медиаобразовательные технологии. Ответы на 
вопрос «какими медиатехнологиями Вы пользовались в работе с дошколь-
никами?» разделились следующим образом: наиболее используемая техно-
логия - «показ видеофрагментов» – 78,9%, на втором месте «прослушивание 
аудиозаписей» - 73,7%, затем «показ мультфильмов» - 68,4%, «знакомство 
с печатной продукцией» - 47,4%, «медиаобразовательные игры» - 31,6%, 
«создание мультфильмов с детьми» - 26,3%, «работа с интерактивным сто-
лом» - 15,8%, «выпуск собственной газеты» - 10,5%. Примечательно, что ни 
один из педагогов не считает, что у него достаточно знаний и умений для 
осуществления медаобразовательной деятельности в ДОУ: 70% педагогов 
считают, что у них есть знания и умения, но недостаточно, а 30% что знаний 
и умений нет, но эти респонденты хотели бы ими овладеть. 65% педагогов 
отметили, что иногда испытывают трудности в работе по медиаобразованию 
дошкольников, 20%  испытывают трудности и 15% не отметили у себя за-
труднений в работе. 

Было установлено, что трудности, возникающие в работе по медиаобра-
зованию дошкольников чаще всего связаны с отсутствием оснащения ДОО 
необходимыми медиаресурсами – 55%, на втором месте проблема отсут-
ствия необходимых методических рекомендаций для работы – 40%, затем 
проблема нехватки знаний и умений у самих педагогов – 35% и меньше все-
го педагогов выбрало главной проблемой недостаток времени – 15%. Проа-
нализировав ответы на вопрос «Какие медиаресурсы для дошкольников Вам 
знакомы?» мы пришли к выводу о том, что не все педагоги хорошо понима-
ют, что такое «медиаресурс», так как были указаны в основном мультиме-
дийные средства: интерактивная доска, экран, проектор, мультимедиадоска, 
музыкальная колонка, проектор. Абсолютное большинство - 95% педагогов 
считают, что им необходимо повысить собственную квалификацию для осу-
ществления медиаобразования дошкольников, 5% не испытывает потребно-
сти в повышении квалификации. 

По результатам анкетирования можно сделать следующие выводы: пе-
дагоги в большинстве своем знают и используют медиаобразовательные 
ресурсы в своей работе, но им не хватает методических рекомендаций и ос-
нащения ДОО необходимыми медиаресурсами для осуществления медиао-
базовательной деятельности, также многие педагоги несмотря на довольно 
большой педагогический стаж отмечают нехватку знаний и умений и хотели 
бы повысить свою квалификацию.

Проведя анализ сайтов ДОО и подведя итоги анкетирования педагогов 
дошкольных образовательных организаций, мы пришли к выводу о том, что 
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педагоги заинтересованы в создании методических рекомендаций по усо-
вершенствованию медиаобразования детей старшего дошкольного возраста. 
В качестве заключительного этапа работы нами были разработаны методи-
ческие рекомендации по использованию сервисов для медиаобразования 
дошкольников, с помощью которых педагоги смогут узнать какие ресурсы 
можно использовать в медиаобразовательной работе, как использовать та-
кие ресурсы как Genially, Canva, LearningApps, смогут ознакомиться с при-
мерами заданий, выполненных нами с помощью перечисленных ресурсов, а 
также получить рекомендации по созданию медиатеки в ДОУ. Приведем в 
качестве примера часть созданных нами методических рекомендаций. 

Какие ресурсы можно использовать в медиаобразовательной работе 
с детьми старшего дошкольного возраста в ДОО?

Мы предлагаем использовать в медиаобразовательной работе со старши-
ми дошкольниками такие ресурсы как Genially, Canva и LearningApps. Этот 
выбор можно обосновать следующими критериями: 

• Доступность (Ресурсы предоставляют возможность пользоваться ими 
бесплатно, все что потребуется – электронное устройство (планшет, теле-
фон, компьютер, ноутбук) с выходом в Интернет);

• Красочность и наглядность (Ресурсы располагают широкими возможно-
стями для наглядного и красочного предоставления информации: различные 
картинки, фото, интерактивные элементы и многое другое. Отмечается, что 
мультимедийные презентации позволяют представить обучающий и разви-
вающий материал как систему ярких опорных образов, наполненных исчер-
пывающей структурированной информацией в алгоритмическом порядке. 
В этом случае задействуются различные каналы восприятия, что позволяет 
заложить информацию не только в фактографическом, но и в ассоциативном 
виде в память детей) [2].

• Вариативность использования (отобранные ресурсы предоставляют воз-
можность создавать самые различные дидактические материалы (инфогра-
фики, плакаты, интерактивные плакаты, викторины, презентации, видеопре-
зентации, мнемотаблицы и мнемокарточки, дидактические игры и другое), а 
также использовать эти материалы в различных целях (ознакомление детей 
с новым материалов, закрепление материала, проведение консультаций с ро-
дителями и другое).

Как использовать ресурсы Genially, Canva и LearningApps?
Освоить данные ресурсы достаточно просто они обладают интуитивно 

понятным интерфейсом. Отметим несколько основных этапов работы с ре-
сурсами на примере ресурса «Genially».

Пример работы, выполненной с помощью ресурса Genially можно уви-
деть по ссылке: https://view.genial.ly/6273b89ae555730013b8c84d/interactive-
content-magnetic-board-quiz.
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Медиатека в ДОО: что это такое и как ее создать?
Медиатека ДОО подразумевает создание педагогического информаци-

онного пространства для индивидуальной и массовой работы педагогов с 
информацией на электронных носителях, в котором используются разные 
средства коммуникации. Медиатека призвана помогать педагогам внедрять 
и распространять педагогический опыт и образовательные инновации, тем 
самым создавая банк данных педагогической информации в ДОО. Медиате-
ка ДОО может включать в себя: книги, методические пособия, видеофильмы, 
звукозаписи, компьютерные презентации, а также техническое обеспечение 
для создания и просмотра материалов медиатеки: компьютер, видеокамера, 
фотоаппарат, магнитофон, видеомагнитофон, проекторы. 

Для того, чтобы создать медиатеку в ДОО необходимо:
• Изучить материалы, в которых описываются цели, задачи, функции ме-

диатеки, найти примеры созданных, существующих медиатек и проанализи-
ровать их с целью воспользоваться удачным опытом;

• Убедиться, что ДОО оснащена техническими ресурсами для создания и 
просмотра медиатеки; 

• Выбрать, какие направления работы будут реализовываться с помощью 
медиатеки (например, оказание методической консультационной помощи 
педагогам, родителям в получении информации из медиатеки или создание 
условий в получении информации о педагогической и методической лите-
ратуре, о новых средствах обучения через электронные каталоги, а также 
возможность просмотреть и отобрать средства воспитания и развития вос-
питанников);

• Создать списки ресурсов и материалов, которые будет включать в себя 
медиатека по каждому из разделов (перечень мультфильмов, фонотека (му-
зыкальная библиотека), перечень аудиокниг, перечень видеофильмов, пере-
чень ресурсов – для педагогов, для родителей, для детей и так далее). 

• Оформить медиатеку и сделать доступ к ней свободным как для педаго-
гов, так и для детей и их родителей. 

• Проведенное нами исследование по организации медиаобразования 
детей дошкольного возраста позволило нам определить перспективные на-
правления его дальнейшего развития, к которым мы отнесли следующие: 

• Научное обоснование и раскрытие содержания таких понятий дошколь-
ного медиаобразования, как медиаграмотность, медиатворчество, медиао-
бразовательная игра дошкольников

• Разработка методического сопровождения медиаобразования в ДОО;
• Подготовка медиапедагогов для дошкольного образования;
• Создание более широкого спектра и разнообразия медиатехнологий;
• Определение требований к содержанию медиатек в ДОО.
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СИЛА УДАРА РУКАМИ В КИКБОКСИНГЕ КАК ОДИН ИЗ 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ ФАКТОРОВ В БОЮ 

Филатова Валентина Юрьевна
Заслуженный мастер спорта России по кикбоксингу,
инструктор-методист ФСО МАУ города Нижневартовска «СШ»,
тренер АНО «Центр развития для детей и подростков «ГРАНД»». 

Кикбоксинг является одним из популярных развивающихся видов едино-
борств, характеризующийся работой большой и субмаксимальной мощно-
сти. Спортсмены имеют хорошую техническую и физическую подготовку, 
владеют  должным арсеналом ударов для преодоления атакующих действий 
противника в бою. 

В процессе учебно-тренировочных занятий путем систематического по-
вторения спортсмены до автоматизма отрабатывают отдельные составные 
движения тела, сливающиеся воедино, чтобы быть готовыми к любой ситу-
ации в бою. Однако, порой этого бывает недостаточно, многие специалисты 
в области кикбоксинга, выделяют из множества факторов влияющих на по-
беду в поединках  -  фактор силы удара, как один из определяющих. В ходе 
изучения и анализа научно-методической литературы на эффективность 
применяемых методик тренировки, направленных на развитие силы удара в 
кикбоксинге, мы увидели, что наиболее актуальной остается проблема сле-
дующего плана –  максимально развить (поставить) быстрый, резкий, хоро-
шо акцентированный удар, чтоб это было эффективно в соревновательной 
деятельности. Так к одной из сложных проблем, требующей своего решения, 
может быть отнесена и проблема развития силы удара руками, так как за 
счет силы удара может решиться исход боевого поединка. 

Многие авторы заинтересованы в описании развития силы удара рук в 
различных единоборствах, и практически в каждой научно-литературном 
источнике о силе удара приведены показатели, что мышцы ног и туловища 
спортсмена играют существенную роль в повышении силовой характери-
стики удара.

Следовательно, правильное использование упругой деформации мышц 
туловища и плеча в ударном движении, является значительным и допол-
нительным фактором повышающим эффективность удара. Таким образом, 
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эффективность удара кикбоксера во многом определяется оптимальным 
вкладом фазы вращательно-поступательного движения туловища и ног. При 
воспитании силы наиболее часто используют метод повторного упражнения 
с использованием предельных, околопредельных усилий (отягощений).

Таким образом, анализ научно-методической литературы выявил недо-
статок экспериментального обоснования соотношения основных и вспомо-
гательных средств на этапе учебно-тренировочной подготовки кикбоксеров, 
а нами была определена цель дальнейших наших исследований по апроби-
рованию эффективности предлагаемых методик, направленных на повыше-
ние силы удара руками в кикбоксинге.
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Аннотация. В современном спорте учебно-тренировочный процесс 
необходимо строить исходя из индивидуальных возможностей спортсменов. 
Принцип системного квантования позволяет нам использовать 
индивидуальный подход в подготовке биатлонистов к соревновательной 
деятельности.

Ключевые слова: биатлон, спорт, физическая культура, тренировочный 
процесс.

Ядром комплексной подготовленности биатлонистов являются спортив-
но-двигательные способности, структуру которых определяет совокупность 
разноуровневых свойств психомоторики спортсмена, реализованных в спор-
тивных действиях. Спортивные действия рассматриваются в виде отдель-
ных моделей – «квантов», с этапными результатами. На каждом микроин-
тервале соревновательной деятельности они имеют свои физиологические, 
эргометрические и психодинамические параметры, обеспечивающие дости-
жение заданного результата. Такой подход позволит более глубоко и точно 
анализировать показатели проявления специальных способностей на трех 
уровнях их детерминации (функциональном, моторном и психологическом). 
Это будет способствовать разработке дифференцированных программ це-
ленаправленного развития двигательных способностей в рамках больших 
адаптационных циклов, что повысит качество процесса подготовки биатло-
нистов ГУЗа.

Соревновательная деятельность биатлонистов состоит из разнохарактер-
ных видов: лыжных гонок и стрельбы из положения «лежа» и «стоя» - из 
мелкокалиберного оружия, мишени находятся на расстоянии 50м от места 
выполнения стрельбы. Процесс состязания проходит в усложненных усло-
виях сопряжения разнотипных, как по форме включаемых в комбинацию 
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спортивных действий, так и по требованиям к уровню развития и проявле-
ния важных спортивных качеств и способностей. Это создает дополнитель-
ные трудности в процессе учебно-тренировочной и соревновательной дея-
тельности. Так как динамические характеристики проявления способностей 
в работе циклического характера и статодинамического при выполнении из-
готовки, прицеливания и произведения стрельбы вступает не только в сопря-
женные взаимодействия, но и в противоречия. С одной стороны специальная 
работоспособность циклического характера определяется, примерно, теми 
же спортивными способностями, как и в лыжных гонках в режиме смешан-
ного аэробно-анаэробного энергообеспечения. В основе процесса адаптации 
лежат специфические способности обеспечивающие результативность на 
определенном отрезке дистанции. Эффективность определяется за счет спо-
собности спортсмена поддерживать высокую скорость при выполнении дви-
гательных действий циклического характера. С другой, спортивный резуль-
тат определяется способностями спортсмена метко и быстро поражать цель 
на фоне нарастающего утомления и неуправляемых условий воздействия 
внешней среды. Особые требования, наряду с хорошей функциональной и 
моторной готовностью, предъявляются к сенсомоторной координации, ко-
торая проявляется в уровне психических процессов и функций, включаю-
щих мотивацию и волевую активность. 

Соревновательную дистанцию в биатлоне условно можно разделить на 
отдельные отрезки – «кванты». Такими «квантами» являются равнинные 
отрезки дистанции, подъемы различной крутизны и спуски, огневые рубе-
жи. От правильного и грамотного прохождения каждого из этих отрезков 
по отдельности зависит в целом результат спортсмена в том или ином со-
ревновании. Для наиболее грамотного и эффективного преодоления каж-
дого из этих отрезков, спортсмен должен обладать хорошими физически-
ми и технико-тактическими способностями, грамотно распределить силы, 
и уметь анализировать окружающею обстановку способности соперников 
и свои собственные способности. Тренировочный процесс, направленный 
на развитие важных спортивных качеств и подбора оптимального соотно-
шения этих качеств для преодоления отдельных «квантов» позволяет более 
лояльно подходить к вопросу организации тренировочного процесса, т.е. по-
зволит спортсмену показать наиболее высокий соревновательный результат 
с наименьшим негативным воздействием на организм биатлониста. Моде-
лирование на основании топографических данных дает возможность инди-
видуализировать тренировочные воздействия на спортсмена на основании 
его физических, технико-тактических, морфофункциональных и психоло-
гических способностей, тем самым оптимизировать учебно-тренировочный 
процесс подготовки биатлонистом [2]. 

На основе анализа гомологических данных (рельефа) соревновательной 
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трассы и показателей спортсменов полученных в ходе педагогического экс-
перимента, строится модель прохождения отрезков («квантов») соревнова-
тельной дистанции, что позволит специализировано готовить биатлонистов 
ГУЗа для наиболее эффективного преодоления того или иного отрезка, а 
так же с минимальным отрицательным эффектом на организм спортсме-
на.

Таблица 1.
Примерная модель прохождения дистанции биатлонистов 17 лет
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В таблице 1. Представлена примерная модель прохождения дистанции 10 
км с 4мя огневыми рубежами на основании данных полученных в ходе те-
стирований функциональных показателей спортсменов, а так же физических 
и технико-тактических способностей. Биатлонисты в этом возрасте показы-
вают результат в основном за счет физических качеств, а психологический и 
технико-тактический компоненты играют меньшую роль.
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Таблица 2.
Примерная модель прохождения дистанции биатлонистов 18 лет
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В таблице 2. представлены данные испытуемых в возрасте 18 лет. Из дан-
ных полученных в ходе тестирований видно, что возрастает скорость пре-
одоления различных отрезков трассы, за счет технико-тактического компо-
нента, а так же уменьшается время пребывания на рубежах.

Таблица 3.
Примерная модель прохождения дистанции биатлонистов 19 лет
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В таблице 3. данные биатлонистов в 19 лет, в этом возрасте результат 
зависит в большей степени от комплексной подготовки спортсменов, физи-
ческая же подготовка отходит на 2 план [1].

В зависимости от возраста биатлонистов должна меняться и структура 
его подготовки согласно примерной модели соревновательной деятельности. 
Также должны вноситься коррективы в программу подготовки спортсменов 
в зависимости от его индивидуальных качеств и его предрасположенности 
к выполнению тех или иных соревновательных действий. Это позволит до-
стичь оптимального соревновательного результата.

Выводы
В связи с этим соревновательная деятельность в биатлоне требует от 

спортсменов максимального проявления физических, технико-тактических, 
психологических и функциональных способностей спортсмена. Это, в свою 
очередь, приводит к проблемам подготовки квалифицированных биатлони-
стов. В настоящее время, зачастую тренеры при подготовке биатлонистов, с 
разным уровнем интегральной подготовленности, используют одинаковые 
средства и методы. Такой подход является неэффективным и может повлечь 
за собой травмы и ухудшение здоровья у биатлонистов т.к. биатлон индиви-
дуальный вид спорта и победитель в основном определяется в личном пер-
венстве (за исключением эстафетных гонок) то и подготовительный процесс 
должен строиться индивидуально. 

Принцип системного «квантования» позволяет подобрать оптимальную 
структуру подготовки биатлонистов исходя из их индивидуальных особен-
ностей и постоянно меняющихся условий учебно-тренировочного процесса 
и соревновательной деятельности.
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Эффективное формирование экономической компетентности как ка-
чественной характеристики личности современного специалиста государ-
ственного управления, играющей важную практическую роль в его про-
фессиональной деятельности, возможно при выявлении педагогических 
условий реализации нашей модели. Учитывая накопленный опыт в данном 
направлении [1, 2], можно утверждать, что именно педагогические условия 
составляют среду продуктивной реализации модели и обеспечивают повы-
шение ее эффективности.

Анализ работ ученых (В.А. Беликов, М.Е. Дуранов, Е.А. Жилкина, В.И. 
Копалов, Л.Ф. Иванова, Б.Ильхомов,  Л.Д. Старикова, Д.Р.Рахматуллаева 
и др.) позволил особо выделить в рамках нашего исследования определе-
ние, данное В. Л. Савиных: педагогические условия - внешние факторы, не 
включенные в образовательный процесс, но влияющие на результат обра-
зовательной деятельности. Они отражают основные требования к организа-
ции деятельности, совокупность объективных возможностей, обстоятельств 
педагогического процесса, целенаправленно создаваемых и реализуемых в 
образовательной среде, и обеспечивающий решение поставленной педагоги-
ческой задачи, а также комплекс мер, способствующих повышению эффек-
тивности данного процесса.

Комплексный характер педагогических условия определяется их сово-
купным влиянием на все стороны процесса формирования экономической 
компетентности. Понимая, что отдельные педагогические условия не могут 
существенно повлиять на реализацию разработанной модели, мы выделяем 
комплекс педагогических условий ее эффективной реализации, при котором 
учитываем следующие аспекты:

- комплекс представляет собой качественное соединение отдельных эле-
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ментов или процессов в единое целое, отличное от простой совокупности 
своих составляющих;

- взаимодействие и взаимоотношения элементов приобретают иерар-
хичный характер и направленность на получение необходимого результата;

- исключение любого элемента из комплекса не приводит к его распаду, 
но оставшиеся элементы функционируют с меньшей эффективностью.

Таким образом, под комплексом педагогических условий, влияющим на 
формирование экономической компетентности у студентов вуза, мы пони-
маем набор взаимосвязанных мер, необходимых для создания целенаправ-
ленного педагогического процесса на основе системного подхода.

Педагогический аспект формирования экономической компетентности 
студента состоит в разработке и апробации модели и экспериментальной 
проверке необходимых педагогических условий организации процесса об-
учения. В нашем диссертационном исследовании мы под педагогическими 
условиями понимаем комплекс мер в образовательном процессе, который 
должен обеспечивать успешную и эффективную реализацию разработанной 
нами модели и способствовать переходу студентов на более высокую сту-
пень сформированности экономической компетентности.

Выявляя педагогические условия, мы учитывали тот факт, что процесс 
формирования экономической компетентности студентов средствами иссле-
дуемых задач может быть успешным только при выделении определенного 
комплекса педагогических условий, так как отдельные условия не в полной 
мере решают данную задачу.

Под педагогическими условиями эффективного формирования экономи-
ческой компетентности студента мы понимаем конструирование образова-
тельного процесса, обеспечивающего возможности каждому студенту раз-
вивать себя в данном направлении в соответствии с потенциалом личности, 
выбора образовательного пути, форм, способов выхода за предлагаемые 
рамки традиционного образования. В этом смысле педагогические условия 
приспособлены к многообразию личностных, академических и социальных 
потребностей студента, а формы, методы, содержание характеризуются гиб-
костью, вариативностью, мобильностью.

Такой подход с учетом анализа научной, педагогической и специальной 
литературы, а также собственного опыта педагогической практики позволил 
нам выявить и выделить следующие педагогические условия эффективной 
реализации разработанной нами модели формирования экономической ком-
петентности студента:

- применение совокупности личностно-ориентированных технологий 
(заданные, модульные, компьютерные, тренинговые и др.) направлено на 
формирование устойчивых экономических знаний и умений студентов с уче-
том их будущей профессиональной деятельности, позволит усилить эко-
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номическую самоориентацию студентов, осознанность их экономических 
знаний;

- включение студентов (в процессе обучения) в практико-экономическую 
деятельность за счет использования потенциала экономических дисциплин, 
что обеспечит более успешное решение практико-экономических задач.

- стимулирование рефлексивной позиции студентов позволит формиро-
вать способность студента адекватно оценивать степень сформирован-
ности экономической компетентности, собственную учебную, профессио-
нальную деятельность.

Игровая технология представляет собой дидактическую систему приме-
нения различных игр (занимательных, деловых, ролевых, имитационных и 
др.), формирующих умения решать задачи на основе компетентного выбора 
альтернативных вариантов [3].

Наш интерес к использованию игровых технологий в процессе формиро-
вания экономической компетентности будущего менеджера был обусловлен 
тем, что игровые технологии позволяют наиболее эффективно реализовать 
заданное представление содержания и диалогизацию учебного взаимодей-
ствия. Тому способствуют педагогические принципы игры:

 - проблематизация содержания (в предметный материал игры закладыва-
ются профессиональные проблемы в виде системных задач, разрешаемых 
студентами в ходе игры);

 - диалогическое общение и взаимодействие участников игры (игра пред-
полагает общение, которое сопровождается диалогом, обсуждением, согла-
сованием позиций);

Следовательно, применение игровой технологии в процессе формиро-
вания экономической компетентности будущих специалистов способствует 
ориентации личности на самостоятельную познавательную деятельность в 
области экономики, т.к. студенты стремятся достичь положительного ре-
зультата в игре, что в конечном итоге способствует формированию их эко-
номической компетентности.
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Опыт модернизации России показал, что основной ее целью всегда явля-
лось достижение и сохранение военно-технологического паритета с потен-
циальными военно-политическими противниками. Российская модерниза-
ция, начатая Петром I, не носила целостного характера. Локомотивом всего 
модернизационного развития выступала Русская армия и отдельные отрасли 
экономики, обеспечивающие высокую боеспособность войск. Однако дан-
ная модернизация базировалась на феодальных принципах, и насаждалась 
государством «сверху». Политико-правовая, социальная и культурная сфе-
ры жизни российского общества в значительной степени отставали в своем 
развитии от военно-промышленной области. Это создавало серьезный дис-
баланс в модернизационном процессе, происходившем в России с начала 
XVIII до начала ХХ вв.1 

На рубеже XIX – ХХ вв. Российская империя проходила этап раннеин-
дустриальной модернизации. Одним из передовых институтов, который 
развивало Российское государство, являлась Русская армия. Если в период 
1865-1875 гг. в России на нужды армии выделялось в среднем 29 % госу-
дарственного бюджета, то к началу Первой мировой войны по величине во-

1Опыт российских модернизаций. XVIII – ХХ века. М., 2000. С. 6, 51, 52.
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енных расходов Российская империя занимала второе место в мире после 
Германии, ненамного опережая Великобританию, США и Францию2. Воен-
ные реформы Д. А. Милютина, в частности введение всесословной воинской 
повинности в 1874 г. явилась серьезным прорывом в модернизации армии 
страны. Вплоть до 1914 г. Русская армия претерпевала серьезные изменения, 
развиваясь от профессиональной рекрутской армии до массовой народной. 
Конечным итогом развития должен был стать окончательный переход к все-
общей воинской повинности. Однако дисбаланс в модернизационных про-
цессах России, наличие значительного количества феодальных (традицион-
ных) пережитков в обществе, на наш взгляд, серьезно замедляли процесс 
модернизации Русской армии. 

Находясь на этапе перехода к всеобщей воинской повинности, Россия 
вступила в Первую мировую войну. В России в довоенный период, в соот-
ветствии с Уставом о воинской повинности имелось большое количество 
льгот, так или иначе освобождавших военнообязанных от прохождения 
службы в армии или ограничивающих этот срок. Льготы предоставлялись в 
соответствии с семейным и имущественным положением, производственной 
специальностью, а также образовательным уровнем призывника. От службы 
в армии освобождались многие этнические и религиозные группы населе-
ния. Большие потери русской армии на фронтах войны привели к тому, что в 
русской армии стала осуществляться нехватка резервов. Для бесперебойно-
го пополнения действующей армии предстояло расширить воинскую повин-
ность на более обширные слои населения. Для этого государственной власти 
пришлось идти на непопулярные меры и отменять ограничения и льготы для 
призывников. 

Уже 1 сентября 1914 г. была отменена жеребьевка при призыве в армию3. 
Одним из первых существенных ограничений льгот стал призыв на службу 
ратников Государственного ополчения 2-го разряда. В этой категории во-
еннообязанных находилось множество людей, физически пригодных к во-
инской службе. 31 августа 1915 г. Николай II подписал Указ о призыве в 
действующую армию ратников Государственного ополчения 2-го разряда4. 
Эта мера вызвала серьезное недовольство среди больших слоев российского 
населения. 

В начале войны призывной возраст в России начинался в 21 год. Реалии 
боевых действий потребовали снижения призывного возраста и вовлечение 
более молодых людей в армию. Царскими Указами от 10 июля и от 20 ноя-

2Там же. С. 8, 58.
3Еремин И.А. Томская губерния как тыловой район России в годы Первой мировой войны 

(1914-1918 гг.). Барнаул, 2005. С. 106; Жизнь Алтая. 1915. 20 февраля.
4ИАОО. Ф. 19. Оп. 1. Д. 473. Л. 124; Сибирская жизнь. 1915. 4 сентября.
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бря 1915 г. призывной возраст был снижен до 20 и затем до 19 лет5. Указом 
от 24 октября 1916 г. призывной возраст был снижен до 18 лет 6. В соответ-
ствии с Указом Николая II от 21 января 1917 г. в армию стали мобилизовы-
вать призывников уже 17-ти летного возраста.7 

Отдельной категорией населения, которая по давней традиции призыва-
лась в русскую армию в весьма ограниченном количестве, были так назы-
ваемые «инородцы». Это, в основном, не православная и не христианская 
часть населения западных губерний, Поволжья, Средней Азии, Западной 
Сибири и Кавказа. Стоит отметить, что население, исповедовавшее ислам, 
как правило, вообще не призывалось в армию8. В 1915-1916 г. в ряде воен-
ный округов начал осуществляться призыв этих категорий населения. Одна-
ко это вызвало колоссальную волну возмущение мусульман, проживавших в 
Средней Азии9. В результате этого, 5 мая 1917 г. от идеи призыва мусульман 
в русскую армии пришлось отказаться10. В течение войны призыву в армию 
стали подвергаться и другие, более мелкие социальные группы, ранее не 
привлекавшиеся к воинской службе. 

Таким образом, русская армия традиционно являлась локомотивом рос-
сийской модернизации. Для достижения военно-технического паритета, в 
вооруженные силы и смежные с ней экономические отрасли, российская 
власть периодически вкладывала огромные ресурсы. Русская армия на рубе-
же XIX – XX вв. находилась на этапе ее реформирования и перехода от про-
фессионально-рекрутского способа комплектования, ко всеобщему. Однако 
к началу войны этот переход не было осуществлен в полной мере. Реалии 
войны потребовали распространять воинскую повинность на все население 
страны. Однако осуществлять это во время мировой войны получалось не 
всегда удачно. Невозможность вовлечь в воинскую службу большие слои 
населения страны привели к тому, что к концу 1916 г. возник дефицит люд-
ских ресурсов и действующая армия стала недополучать необходимого ко-
личества пополнений. На наш взгляд, незавершенность модернизационных 
процессов стали одной из важнейших причин поражения России в Первой 
мировой войне. 

5Жизнь Алтая. 1916. 15 апреля.
6Горелов Ю.П., Гусева О.В., Еремин И.А., Ростов Н.Д. Западная Сибирь в мировых войнах 

ХХ века. Кн. 1. Западная Сибирь в Первой мировой войне. Барнаул, 2014. С. 62.
7Там же. С. 86.
8Безугольный А.Ю., Ковалевский Н.Ф., Ковалев В.Е. История военно-окружной системы в 

России, 1862-1918 гг. М., 2012. С. 185-186.
9Мухамедов Ш.Б. Восстание 1916 г. в Средней Азии. Взгляд в прошлое // Метаморфозы 

истории. 2016. № 7. С. 181.
10Еремин И.А. Томская губерния как тыловой район России в годы Первой мировой войны 

(1914-1918 гг.). Барнаул, 2005. С. 131. 
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В период подготовки к экзаменам и сдачи ЕГЭ обучающиеся старших 
классов постоянно сталкиваются с проблемами, связанными с большим ко-
личеством  стрессовых состояний, поэтому для данного этапа проблема раз-
вития стрессоустойчивости является чрезвычайно актуальной. Типичными 
проблемами старшего школьного возраста являются поиск идентичности, 
личностное и профессиональное самоопределение, сдача выпускных экза-
менов. Для подавляющего большинства выпускников сдача экзаменов — 
это чрезвычайно стрессовая ситуация, негативно влияющая на психику и ча-
сто вызывающая необоснованный страх и чрезмерную нервозность. Стресс 
во время подготовки и сдачи экзаменов вызывает психическое напряжение 
старшеклассников, актуализирует личностную нестабильность, неустойчи-
вость, тревожность, противоречивость чувств, нравственную неустойчи-
вость, заметные колебания самооценки. Чтобы противостоять стрессовым 
ситуациям и справляться с ними, обучающимся в старших классах нужно 
уметь управлять своей психической деятельностью, развивать эмоциональ-
ную устойчивость. Несомненно, что факторами, влияющими на формирова-
ние стрессоустойчивости, являются такие показатели как психологическая 
компетентность, заключающаяся в умении понимать особенности личност-
ных качеств, выделять и отмечать симптомы стресса и стрессовых состоя-
ний, а также их последствий; жизненный опыт, проявляющийся в поведении 
и в реакциях на те или иные ситуации; личностные особенности, которые 
заключаются в коммуникативных установках и способностях, личностной 
направленности, уровне саморегуляции [3, 4].

Как правило, для успешной сдачи Единого государственного экзамена 
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обучающиеся должны обладать такими качествами как высокий уровень 
концентрации внимания, гибкость и структурированность мышления, хоро-
ший уровень организации деятельности, мотивацию на достижения успеха, 
а также достаточный уровень стрессоустойчивости. При подготовке к ЕГЭ 
для повышения психологической устойчивости необходимо формировать у 
старшеклассников умения и навыки регулировать свое эмоциональное со-
стояние, понижать уровень тревоги и научиться справляться со стрессовыми 
состояниями в самых разных жизненных ситуациях [2].

Стрессоустойчивость старшеклассников является одной из важнейших 
составляющих психологической готовности к ЕГЭ, которая включает в себя 
не только сформированность компонентов учебной деятельности и навыков 
самоорганизации, но и адекватную самооценку, позволяющую оценивать 
свои умения, знания и способности, умение самостоятельно мыслить, спо-
собность к самоопределению, а также оптимальный уровень тревоги, кото-
рый поддерживается с помощью развитых способностей к саморегуляции 
и релаксации. Кроме того, выпускникам необходимы умения организовать 
свою деятельность, поддерживать на высоком уровне свою работоспособ-
ность, обладать сформированным внутренним планом действий [1].

Нами была разработана и апробирована тренинговая программа для об-
учающихся старших классов, направленная на повышение стрессоустойчи-
вости с учетом их возрастных и индивидуальных особенностей.

Данная цель достигается посредством решения следующих задач:
• формирование мотивации у выпускников для участия в тренинговой 

программе; 
• создание благоприятной атмосферы для каждого участника  тренинго-

вой работы; 
• знакомство выпускников с особенностями и процедурой ЕГЭ для сниже-

ния тревоги и повышения уровня их стрессоустойчивости; 
• уменьшение уровня тревожности с помощью овладения навыками пси-

хофизической саморегуляции;
• знакомство старшеклассников с методами саморегуляции стрессовых 

состояний; 
• повышение самооценки обучающихся и их уверенность в себе.

При реализации программы мы руководствовались следующими прин-
ципами:

1. Принцип единства диагностики и коррекции, в основе которого ле-
жит представление целостности процесса оказания психологической по-
мощи. Этот принцип является ключевым для психологической коррекции, 
поскольку ее эффективность обусловлена единством, точностью и фунда-
ментальностью предварительной диагностической работы.

2. Принцип учета возрастных и психологических индивидуальных осо-
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бенностей, заключающийся в том, что коррекционная работа должна соот-
ветствовать возрасту, потребностям и интересам участников.

3. Деятельностный принцип коррекции, проявляющийся в активности са-
мого участника в процессе психокоррекционной работы.

4. Принцип коррекции «сверху вниз», который  базируется на учении 
Л.С. Выготского о «зонах актуального и ближайшего развития», и в основе 
которого лежит опережающий характер коррекции, нацеленный на своевре-
менное формирование психологических новообразований.

Условия реализации программы: 24 занятия, 1 раз в неделю, продолжи-
тельность занятия 45 минут. Старшеклассники были разделены на 2 группы. 
Количество участников в первой группе - 12 человек, во второй группе - 13 
человек. 

Тренинги в программе состояли из тематических занятий. Структура за-
нятия включает в себя 3 основных блока: 

1. Мотивационный этап (примерно 25% занятия) - ритуал приветствия и 
рефлексии прошлого занятия;

2. Основной этап (примерно 65% занятия) - упражнения и процедуры, 
позволяющие освоить основное содержание занятия;

3. Заключительный этап (примерно 10% занятия) - рефлексия прошедше-
го занятия и ритуал завершения занятия. 

В тренинговой программе применялись такие механизмы воздействия 
как эмоциональная поддержка; обратная связь; обучение новым навыкам 
самоконтроля и психофизической саморегуляции; поддержка испытуемыми 
друг друга. 

Можно выделить следующие основные цели занятий, отражающие со-
держание проведенной работы:

1. Познакомить участников группы между собой, с правилами группы и 
целями, создать в группе положительный эмоциональный фон и атмосферу 
доверия.

2. Познакомить учеников с сущностью, процедурой и содержанием Еди-
ного государственного экзамена, повысить учебную мотивацию и мотива-
цию на участие в занятиях.

3. Познакомить учеников с основными способами снижения тревоги в 
стрессовой ситуации, обучить обучающихся приемам релаксации.

4. Сформировать объективное отношение к ЕГЭ с целью повышения 
уровня стрессоустойчивости.

5. Расширить представление о себе, актуализировать сильные стороны 
обучающихся.

6. Повысить у обучающихся уверенность в себе, повысить их самооцен-
ку. 

7. Освоить способы и приемы подготовки к экзаменам. 
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8. Содействовать процессу личностного развития, реализации творческо-
го потенциала, выработке позитивного самоотношения и настроя на успеш-
ную сдачу экзаменов.

9. Познакомить выпускников с возможными способами деятельности 
при сдаче ЕГЭ, помочь им выработать индивидуальный стиль.

10. Обучить обучающихся приемам планирования своей деятельности.
11. Научить детей позитивно мыслить, находить во всем положительные 

стороны.
12. Выработать умения выражать свои эмоции адекватно ситуации. 
13. Повысить самооценку обучающихся, развивать способность к само-

анализу.
14. Развить произвольную регуляцию поведения и эмоционального со-

стояния.
15. Настроить обучающихся на успех, формировать уверенное поведе-

ние. 
16. Обучить экспресс-приемам волевой мобилизации, способствовать 

развитию навыков релаксации.
Таким образом, составленная нами программа по повышению стрессо-

устойчивости старшеклассников с нашей точки зрения является оптималь-
ной, поскольку формат занятий, длительность ее проведения и выбранные 
методы соответствуют цели программы и ее адресату.

Для оценки эффективности программы нами был использован диагно-
стический инструментарий, состоящий из четырех методик: методика «Диа-
гностика личности на мотивацию к успеху» (автор Т. Элерс); методика 
«Личностная шкала проявлений тревоги» (автор Дж. Тейлор, адаптация Т.А. 
Немчина); методика «Самооценка стрессоустойчивости личности» (авторы 
Л.П. Пономаренко, Р.В. Белоусова); анкета «Психологическая готовность 
учащихся к ОГЭ и ЕГЭ» (автор М.Ю. Чибисова). Целью избранного ком-
плекса методик является изучение особенностей стрессоустойчивости стар-
шеклассников. 

До проведения программы было установлено, что по методике «Диагно-
стика личности на мотивацию к успеху» Т. Элерса 40% старшеклассников 
имеют низкий уровень мотивации к успеху, что свидетельствует о том, что 
эти ученики не уверены в себе и своих силах, что вызывает у них тревож-
ность. У 32% обучающихся обнаружен средний уровень мотивации к успе-
ху, это говорит о том, что данным обучающимся еще нужно работать над 
собой, вырабатывать уверенность в себе и целеустремленность. Умеренно 
высокий уровень мотивации к успеху показали 20% обучающихся, у 10% 
старшеклассников выявлен слишком высокий уровень по данному показате-
лю. Методика «Личностная шкала проявлений тревоги» (Дж. Тейлор, адап-
тация Т.А. Немчина) показала следующие результаты: у 40% старшекласс-
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ников наблюдается средний (с тенденцией к высокому) уровень проявления 
тревоги, 24% опрошенных имеют очень высокий уровень тревоги. Средний 
(с тенденцией к низкому) уровень тревоги показали 16% обучающихся, 12% 
опрошенных имеют высокий уровень, а низкий уровень тревоги отмеча-
ется у 8% старшеклассников. Полученные результаты свидетельствуют о 
том, что большинство старшеклассников очень тревожны. По результатам 
методики «Самооценка стрессоустойчивости личности» (Л.П. Пономарен-
ко, Р.В. Белоусова) было установлено, что большинство (36% обучающих-
ся) обладают шестым уровнем (чуть выше среднего) самооценки стрессоу-
стойчивости, при этом 20% старшеклассников показали средний уровень, 
высокий уровень самооценки стрессоустойчивости наблюдается у 16% об-
учающихся, 12% старшеклассников обладают уровнем самооценки стрессо-
устойчивости выше среднего. Уровень чуть ниже среднего и очень высокий 
уровень имеют по 8% обучающихся старших классов. У старшеклассников 
преобладает уровень самооценки стрессоустойчивости «чуть выше средне-
го». Результаты по диагностической анкете «Готовность к ЕГЭ» М.Ю. Чи-
бисовой показали, что большинство обучающихся имеют средний уровень 
осведомленности в процедурных вопросах сдачи ЕГЭ 52% обучающихся. 
Высокий уровень по данному критерию показали 40% старшеклассников. 
Кроме того, низким уровнем осведомленности в процедурных вопросах сда-
чи ЕГЭ обладают 8% обучающихся. Также нам удалось выяснить, что боль-
шинство обучающихся (48%) имеют уровень самоконтроля и самоорганиза-
ции выше среднего. Средний уровень обнаружен у 40% старшеклассников, 
низкий уровень самоконтроля наблюдается у 12% обучающихся. По шкале 
экзаменационной тревожности мы получили следующие результаты: боль-
шинство обучающихся (68%) показали средний уровень тревожности, уро-
вень выше среднего имеют 20% старшеклассников. Высокий уровень тре-
вожности наблюдается у 12% обучающихся. Полученные результаты сви-
детельствуют о том, что большая часть испытуемых имеет высокий уровень 
экзаменационной тревожности и нуждается в психологической поддержке. 

После реализации программы тренинговых занятий нами было проведе-
но повторное исследование, которое показало, что благодаря систематиче-
скому участию старшеклассников в занятиях, направленных на повышение 
уровня стрессоустойчивости, повысился уровень мотивации к успеху у об-
учающихся старших классов. Количество обучающихся с низким уровнем 
мотивации к успеху уменьшилось на 28%, а со средним и высоким уров-
нем увеличилось на 16% и 12% соответственно. Также после проведения 
экспериментальной программы у старшеклассников преобладающим стал 
средний (с тенденцией к низкому) уровень проявления тревоги (56%), что 
свидетельствует о том, что обучающиеся благодаря участию в эксперимен-
тальной программе стали более спокойно переживать стрессовые ситуации. 
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Кроме того, у старшеклассников, принявших участие в экспериментальной 
программе, преобладающим выступает средний уровень самооценки стрес-
соустойчивости (28%), также уровень чуть выше среднего и выше среднего 
показали по 24% обучающихся, 16% имеют высокий уровень, очень высо-
ким уровнем обладают 8% старшеклассников. Из этого можно сделать вы-
вод о том, что обучающиеся стали более уверенны в себе, адекватно реаги-
руют на происходящие события и чувствуют себя спокойнее, чем раньше.

Следует отметить, что обучающиеся после участия в тренинговой про-
грамме стали лучше разбираться в процедурных вопросах сдачи экзаменов.  
Кроме того, благодаря систематическим посещениям тренинговых занятий 
большинство старшеклассников (52%) имеют уровень способности к само-
организации и самоконтролю выше среднего, высокий уровень выявлен у 
28% обучающихся, что свидетельствует о повышении уровня самооргани-
зации и самоконтроля, то есть старшеклассники стали более дисциплини-
рованы, научились рационально использовать свое время и организовывать 
свою деятельность. Также обучающиеся стали более спокойны относиться к 
предстоящим экзаменам, адекватно оценивают свои возможности и меньше 
подвержены стрессу. 

Таким образом, после проведения тренинговой программы мы можем 
констатировать следующие изменения у обучающихся старших классов: по-
вышение уровня мотивации к успеху, повышение уровня самооценки стрес-
соустойчивости личности, повышение уровня осведомленности и умелости 
в процедурных вопросах сдачи ЕГЭ, повышение уровня самоорганизации 
и самоконтроля, а также снижение уровня проявления тревоги и экзамена-
ционной тревожности. Количественный анализ полученных данных свиде-
тельствует об эффективности составленной программы повышения стрессо-
устойчивости обучающихся старших классов. Данные изменения подтверж-
даются статистическим анализом данных. 

В целом можно обобщить результаты проведенной работы и сделать вы-
вод о том, что стрессоустойчивость старшеклассников действительно мож-
но повысить с помощью специально составленной программы тренинговых 
занятий. Занятия по данной программе способствуют повышению уровня 
стрессоустойчивости, повышению уровня мотивации к успеху, повышению 
уровня самоорганизации и самоконтроля, а также снижению уровня тревож-
ности старшеклассников. 
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Аннотация. Средний за весь период наблюдения уровень мезора 
циркадного ритма СрАД составил в 1 группе 76,7±1,4 мм.рт.ст., во 2 
группе 78,9±2,9 мм РТ ст, в 3 - 78,1±2,5 мм РТ ст. Возможно, эти значения 
показателей СрАД можно принять как оптимальные для поддержания 
адекватного кровоснабжения в жизненно важных органах в зависимости 
от тяжести ТСЧМТ в возрасте до 3 лет. Выявленная в 1 группе обратная 
корреляция (-0,75) температуры тела и СрАД, нарушенная во 2,3 группах 
(0,12;0,16, соответственно), возможно, характеризует неадекватность 
кровоснабжения и нецелесообразность поддержания СрАД на более 
высоком уровне для обеспечения адекватного кровотока жизненно важных 
органов в этих группах больных.

Ключевые слова: циркадный ритм, среднее артериальное давление, 
тяжелая сочетанная черепно-мозговая травма, младенческий возраст.

Актуальность
В настоящее время механизмы вторичного повреждения мозга рас-

сматриваются как потенциально обратимые, то есть их раннее выявление 
и устранение является основной целью лечения. В этой связи на сегодняш-
ний день актуальным является разработка алгоритмов ранней диагностики и 
лечения детей с тяжелой изолированной и сочетанной ЧМТ [4,5 ]. Среднее 
динамическое давление представляет собой давление, при котором в от-
сутствие пульсовых колебаний наблюдается такой же гемодинамический 
эффект, как и при естественном колеблющемся давлении крови. Давление 
в артериях во время диастолы желудочков не падает до нуля, оно поддер-
живается благодаря упругости артериальных стенок, растянутых во время 
систолы. Среднее артериальное давление (СрАД) – это давление в кровя-
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ном русле во время всего сердечного цикла, вне зависимости от систолы и 
диастолы. Этот показатель отображает кровоснабжение в жизненно важных 
органах. Нормой СрАД считается, когда его значение колеблется в пределах 
80-95 мм.рт. ст.[1,2,3 ]. В связи с недостаточностью информации по особен-
ностям гемодинамики при тяжелой сочетанной черепно-мозговой травме у 
детей младенческого возраста мы попытались дать оценку изменениям сред-
него артериального давления в возрасте до 3 лет.

Цель работы
Изучить и выявить особенности циркадного ритма среднего артериаль-

ного давления у детей с тяжелой сочетанной черепно-мозговой травмой до 
трех лет. 

Материал и методы исследования
Из 18 детей (табл.1) с диагностированной тяжелой сочетанной черепно-

мозговой травмой (ТСЧМТ), поступивших в республиканский центр экс-
тренной медицинской помощи в младенческом возрасте 7 пациентов нахо-
дились на интенсивной терапии в условиях ОРИТ на протяжении 5,9±1,3 
суток, 6 пациентов 14±1,7 дней ,7 детей 31,2±5,3 дней, что и послужило 
основанием для создания рандомизированных групп по тяжести состояния. 
Различие достоверно (р<0,05).

Таблица 1. 
Характеристика больных ТСЧМТ поступивших в возрасте до 3 лет
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1 5,9±1,3 7 4. 20,8±7,8 71% (5) 29% (2) 71% 
(5)

71% 
(5)

15,2±7

2 14±1,7 6 4 23,1±4,7 50% (3) 50% (3) 83% 
(5)

66% 
(4)

20±4

3 31,2±5,3 5 3 18,2±4,6 80% (4) 20% (1) 100% 
(5)

100% 
(5)

37,4± 
5,3

В 1 группе преобладала частота ЗЧМТ (71%) , сотрясение головного моз-
га (28%), количество операций в первые сутки после травмы составило 71%. 
Во 2 более тяжелой группе преобладало количество ОЧМТ (66%), частота 
ТУГМ (50%), перелом теменно-височной кости с переходом на основание 
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черепа (48%), тяжесть травматического шока. В наиболее тяжелой 3 груп-
пе в 100% тяжесть состояния при поступлении была обусловлена ЗЧМТ, 
ТУГМ, САК, травматическим шоком. В 1 группе из 5,9±1,3 дней проведен-
ных в ОРИТ только 1 больной из 7 был на ИВЛ на протяжении 3 суток в 
режиме CMV, с последующей экстубацией по восстановлении спонтанно-
го дыхания. Во 2 и 3 группах все пациенты при поступлении переведены 
на ИВЛ по показаниям. В последующем из проведенных в ОРИТ 14,6±1,7 
суток средний показатель ИВЛ в режиме CMV во 2 группе осуществлен в 
течение 6,8±2,2 суток, SIMV 1,75±0,8, СРАР у 1 больного – 1 сутки, продол-
жительность спонтанного дыхания составила 7±1,6 суток. В 3 группе ИВЛ в 
режиме CMV трем больным проводили в течение 17±3 суток, SIMV 9,5±4,6 
суток, СРАР 2,5±1,5 суток, спонтанное дыхание 34±9,5 суток.

Результаты и их обсуждение
Изучены и дана оценка фазовой структуре циркадного ритма Среднего 

АД в остром периоде ТСЧМТ в младенческом возрасте.

Таблица 1. 
Динамика мезора среднего артериального давления , мм.рт.ст.

Дни 1 группа 2 группа 3 группа 

1 75,5±6,3 74,4±7,4 76,9±5,2

2 72,9±2,1 74,6±2,8 78,3±2,3

3 76,8±2,4 75,8±1,7 80,8±5,1

4 76,6±2,2 80,3±2,2 79,0±3,5

5 77,9±2,0 82,3±2,1 80,0±3,6

6 80,4±2,3 82,0±2,3 75,5±2,8

7 76,9±2,9 81,4±2,5 76,8±1,9

8 89,6±4,3* 80,4±3,1

9 80,3±2,5 77,3±2,3

10 77,5±1,4 83,9±3,3

11 78,7±1,7 74,6±3,4

12 78,9±1,0 85,3±2,1*

13 77,4±1,7 76,5±2,0

14 78,0±1,8 77,8±2,3

15 72,3±1,4 78,1±3,6

16 76,6±2,7
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17 74,0±2,5

18 76,1±2,4

19 78,0±2,3

20 75,4±2,8

21 75,6±2,4

22 77,2±2,8

23 76,3±1,7

24 72,7±2,3

25 74,5±1,6

26 76,7±2,5

27 89,7±4,4*

28 84,4±2,3

29 78,1±2,5

30 77,2±3,5
*-динамика достоверна относительно показателя в 1 сутки.

Как представлено в таблице 1, исходные показатели мезора циркадного 
ритма СрАД в 1 сутки существенно не различались в зависимости от тяже-
сти травмы. В динамике в 1 группе травмированных детей показатель СрАД 
существенно не изменился на протяжении первых 7 суток. Во 2 группе об-
наружено достоверно значимое повышение показателя на 20 % (р<0,05) на 
8 сутки. В 3 группе повышение мезора циркадного ритма срАД выявлено на 
12 и 27 сутки на 11% и 17% (р<0,05, соответственно). При этом средний за 
весь период наблюдения уровень мезора циркадного ритма СрАД составил 
в 1 группе 76,7±1,4 мм.рт.ст., во 2 группе 78,9±2,9 мм РТ ст, в 3 - 78,1±2,5 мм 
РТ ст. По-видимому, эти значения показателей СрАД можно принять как оп-
тимальные для поддержания адекватного кровоснабжения в жизненно важ-
ных органах в зависимости от тяжести ТСЧМТ в возрасте до 3 лет (рис.1).
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Рисунок 1 . Динамика мезора среднего артериального давления, мм.рт.ст.

Рисунок 2. Динамика амплитуды циркадного ритма среднего 
артериального давления до 3 лет

Амплитуды циркадного ритма СрАД в 1 сутки оказалась наибольшей в 1 
группе – 23 мм РТ ст и наименьшей в 3 группе, составив 14 мм РТ ст.То есть 
направленное на поддержание кровотока в жизненно важных органах увели-
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чение амплитуды суточных колебаний СрАД оказалось наиболее выражен-
ным при меньшем травматическом повреждении органов и систем ТСЧМТ 
и наименее выраженным в самой тяжелой группе пациентов (рис.2). То есть, 
ориентируясь на показатель амплитуды суточных колебаний СрАД в 1 сут-
ки появляется возможность прогнозировать тяжесть дальнейшего развития 
событий , длительность интенсивной терапии, продолжительность респира-
торной поддержки, объем медикаментозной коррекции.

Рисунок 3. Динамика максимальных отклонений среднего артериального 
давления до 3 лет

Максимальные изменения в течение первых суток СрАД также оказались 
наиболее выраженным в 1 сутки составляя, в 1 группе – 34, во 2 группе-52, в 
3 группе 39 мм РТ ст. Изменения показателей амплитуды и суточного разма-
ха колебаний СрАД происходили волнообразно у всех больных с периодом 
колебаний от 3 до 5 суток (рис.2,3).
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Рисунок 4. Продолжительность и степень сдвига акрофазы среднего 
артериального давления до 3 лет, в %. 

Относительно продолжительности интенсивной терапии в ОРИТ наибо-
лее длительная инверсия суточного ритма СРАД наблюдалась в 1 группе, 
составив 58% (4 суток). Однако наиболее продолжительная инверсия в 5 су-
ток выявлена во 2 и 3 группах, что в процентах к общей продолжительности 
интенсивной терапии составило 34% и 16%, соответственно (рис.4).

Корреляционные связи динамики СрАД

Таблица 2.
1 группа 2 группа 3 группа

СрАД/Т°С -0,75 0,12 0,16

СрАД/САД 0,94 0,88 0,95

СрАД/ДАД 0,87 0,86 0,93

СрАД/ПАД 0,42 -0,24 0,28
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Рисунок 5. Корреляционные связи среднего артериального давления

Как представлено на рис.5, табл.2, выявлены сильные прямые корреля-
ционные связи изменений мезора циркадных ритмов СрАД с ДАД, и с САД, 
и обратная – с температурой тела в 1 группе детей. В то время как во 2 и 
3 группах наблюдалась прямая связь СрАД с САД и ДАД, но исчезла за-
висимость показателя СрАД от температуры тела, то есть нарушилась кор-
реляционная связь функциональной компенсаторной активности СрАД и 
степени выраженности системной воспалительной реакции во 2 и 3 группах. 
То есть, компенсаторный рост СрАД с увеличением кровотока жизненно-
важных органов перестало эффективно противостоять повышению темпе-
ратуры. По-видимому, компенсаторное значение изменения уровня СрАД 
,направленное на увеличение кровотока в жизненно важных органах при 
системной воспалительной реакции работало только при тяжести ТСЧМТ 
в 1 группе. В то время как отягощение состояния, вызванное более тяже-
лым повреждением преимущественно головного мозга вызывало на фоне 
более выраженную гипертермической реакции, тенденцию к росту СрАД , 
что, по-видимому, требует пересмотра в оценке адекватности кровоснабже-
ния жизненно важных органов при среднем уровне СрАД во 2 - 78,9±2,9 
мм РТ ст, в 3 группе - 78,1±2,5 мм РТ ст. , соответственно. По-видимому, 
существует предел работы компенсаторных механизмов перестройки гемо-
динамики, находящийся в зависимости от тяжести ТСЧМТ и повреждения 
головного мозга. Известно, что чем тяжелее ЧМТ, тем больше наклонность 
к гипертермической реакции. Однако выявленная особенность – нарушение, 
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выявленной в 1 группе обратной корреляции температуры тела и СрАД во 
2,3 группах, возможно, характеризует неадекватность кровоснабжения и о 
нецелесообразности поддержания СрАД на более высоком уровне для обе-
спечения адекватного кровотока жизненно важных органов в этих группах 
больных. 

Вывод
Средний за весь период наблюдения уровень мезора циркадного ритма 

СрАД составил в 1 группе 76,7±1,4 мм.рт.ст., во 2 группе 78,9±2,9 мм РТ ст, 
в 3 - 78,1±2,5 мм РТ ст. По-видимому, эти значения показателей СрАД мож-
но принять как оптимальные для поддержания адекватного кровоснабжения 
в жизненно важных органах в зависимости от тяжести ТСЧМТ в возрасте до 
3 лет. Выявленная в 1 группе обратная корреляция (-0,75) температуры тела 
и СрАД, нарушенная во 2,3 группах (0,12;0,16, соответственно), возможно, 
характеризует неадекватность кровоснабжения и о нецелесообразности под-
держания СрАД на более высоком уровне для обеспечения адекватного кро-
вотока жизненно важных органов в этих группах больных.
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Чтобы найти средство от рака, нужно знать природу этой болезни. Ши-
роко распространено мнение, что онкогенез  ̶ следствие накопления мутаций 
в одной единственной клетке, которая, размножаясь, создает опухоль [1]. 
Я основываюсь на другом объяснение этой болезни. Система физиологиче-
ской регуляции организма многоступенчатая. Она построена по иерархиче-
скому принципу. Формировалась она в ходе эволюции путем выработки все 
более эффективных и экономных компенсаторно-приспособительных меха-
низмов. Но устаревшие физиологические механизмы при переходе особи с 
низкой на более высокую эволюционную ступень исчезали не совсем. Они 
лишь подавлялись новыми более совершенными механизмами и переходили 
в неактивное состояние. Патологические процессы – это пробуждение их 
к активности [2, 3]. Онкогенез, следовательно, по [2, 3] ̶ это пробуждение 
к активности механизма какой-то приспособительной реакции предков, то 
есть процесс, организмом инициируемый и регулируемый. Искать средство 
от рака – это искать способ воздействия на регуляторную физиологическую 
систему, управляющую им. Цель статьи –обсудить, как искать способ ее вы-
ключения. 

Поскольку патологические процессы – это пробуждение к активности 
механизмов наших очень далеких предков, то чтобы понять причину явле-
ний, наблюдаемых при онкогенезе, нужно объяснить причину явлений, на-
блюдаемых в нормальном онтогенезе у современных очень примитивных 
беспозвоночных. Я обсуждаю проблему рака путем обсуждения экологиче-
ских проблем низко интегрированных беспозвоночных.
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Рак – это пробуждение спящего древнего 
механизма подготовки к диапаузе

Пробуждением к активности какого спящего древнего механизма пред-
ков является рак? Ответ подсказывает сходство онкогенеза с переходом 
сидячих модульных беспозвоночных (губок, гидроидных и коралловых по-
липов, мшанок, внутрипопошицевых и колониальных асцидий) в диапаузу. 
Это сходство бросается в глаза при чтении книги О.М. Ивановой-Казас [4]. 
Модульные животные, бесполому размножению которых посвящена эта 
книга,– это виды, размножающиеся не только половым, но и бесполым спо-
собом. При бесполом размножении новые особи образуются не из зиготы, а 
из комплекса соматических клеток [4]. Перечисленные беспозвоночные при 
благоприятных для жизни условиях размножаются путем недовведенного 
до конца бесполого размножения. Новые модули при этом не отделяются 
у них от родительской особи. Диапаузирующие же зародыши (диапаузи-
рующие модули) у них образуются путем доведенного до конца бесполого 
размножения. Диапаузируют у этих беспозвоночных ранние зародыши. Они 
образуются, как почки растений, из соматических клеток, По строению они 
сходны с морулой (геммулы губок), с бластулой или с гаструлой (подоцисты 
стрекающих, статобласты мшанок, покоящиеся зародыши внутрипорошице-
вых и колониальных асцидий) [4].

Сравним переход названных беспозвоночных в диапаузу с онкогенезом. 
Подготовка их к диапаузе начинается с дедифференциации клеток, из кото-
рых образуются диапаузирующие зародыши [4]. Онкогенез начинается с ма-
лигнизации клеток (то есть тоже их дедифференциации), из которых образу-
ется опухоль. Рост готовящихся к диапаузе зародышей названных беспозво-
ночных идет путем размножения дедифференцировавшихся соматических 
клеток [4]. Рост опухоли идет путем размножения малигнизировавшихся (то 
есть тоже дедифференцировавшихся) соматических клеток. И рост готовя-
щихся к диапаузе зародышей названных беспозвоночных [4], и рост опухоли 
осуществляется за счет питательных веществ организма. Поэтому и перехо-
дящее в диапаузу сидячее модульное беспозвоночное [4], и больной раком 
истощаются и от истощения умирают.

Первыми на Земле Merazoa были сидячие модульные беспозвоночные 
[5]. Модульные беспозвоночные превратились в унитарных, то есть в раз-
множающихся только половым путем, когда у них из-за роста в ходе эволю-
ции дифференцированности клеток и снижения вследствие этого их способ-
ности к передифференциации бесполое размножение стало невозможным. 
Унитарная особь – это модуль модульной особи, утративший способность 
к бесполому размножению и перешедший к свободно подвижному образу 
жизни.
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Программу образования диапаузирующих соматических зародышей со-
держал каждый модуль модульной особи первых на Земле Metazoa. Поэто-
му каждая унитарная особь ее тоже (в спящем виде) содержит. Онкогенез  
̶ это, вероятно, обнажение древнего спящего механизма подготовки к эм-
бриональной диапаузе докембрийских сидячих модульных беспозвоночных. 
Опухоль  ̶ это атавистический готовящийся к диапаузе зародыш. Путь к рас-
шифровке механизма рака – расшифровка механизма подготовки к эмбрио-
нальной диапаузе сидячих модульных беспозвоночных [6, 7].

Разрушительные процессы при онкогенезе – это атавистический 
переход особи от системного ответа на ухудшение среды к ответу, 

основанному на индивидуальной устойчивости клеток 

Образование диапаузирующих соматических зародышей– это, как ска-
зано, бесполое размножение. Бесполое размножение животных и растений 
всегда сопряжено с разрушениями в теле особи [4, 8]. У размножающихся 
бесполо животных наибольший объем разрушений наблюдается у сидячих 
модульных видов, когда они образуют готовящиеся к диапаузе соматиче-
ские зародыши. Их организм в это время подвергается полному разрушению 
[4]. Это его разрушение – эволюционный предшественник разрушений, про-
исходящих при онкогенезе [6, 7]. 

Активно функционировавшие модули – наиболее сложно устроенная 
часть модульной особи. Диапаузирующие ранние зародыши устроены го-
раздо проще. Переход сидячей модульной особи в эмбриональную диапаузу 
– это упрощение ее строения, возвращение на пройденный этап онтогенеза. 
Упрощение уменьшает ее энергетические потребности и позволяет ей со-
хранить энергетический баланс в условиях, когда ее метаболизм внешними 
силами нарушен и его мощность недостаточна для активного противодей-
ствия повреждающим факторам. Вместо активного им противодействия, ос-
нованного на энергоемком процессе взаимодействии дифференцированных 
в разных направлениях клеток, организм использует требующую меньших 
энергозатрат индивидуальную устойчивость очень мало дифференцирован-
ных клеток зародышей. Происходящие при раке разрушения − это начало 
атавистического резкого упрощения организма. Завершить его заболевшей 
раком особи не удается, так как она умирает от разрушений задолго до ее 
превращения в ранний зародыш.

Почему малигнизация клеток – это их дедифференциация?

Почему малигнизация клеток – это их дедифференциация? У гидр, тур-
беллярий, олигохет, гастротрих, коловраток и ракообразных диапаузируют 
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зародыши, образующиеся из зиготы, – бластулы или гаструлы. У сидячих 
модульных животных диапаузируют, как сказано, тоже ранние зародыши, 
но не зиготические, а соматические [4]. Диапауза на ранних этапах онто-
генеза в разных эволюционных линиях примитивных беспозвоночных не-
зависимо возникала на ранних морфологически сходных стадиях развития. 
Почему? 

Ответ, видимо, таков. Системный ответ на ухудшение среды требует 
больших энергетических затрат, чем ответ, основанный на индивидуальной 
устойчивости клеток. Энергетические возможности сидячих модульных 
беспозвоночных небольшие. Поэтому они приспосабливаются к сезонному 
ухудшению среды с помощью индивидуальной устойчивости клеток. Наи-
большей индивидуальной устойчивостью к повреждению обладают клетки 
наименее дифференцированные. Необходимость дробления зиготы перед 
диапаузой обусловлена тем, что ооцит, а, следовательно, и зигота, – клет-
ки высоко дифференцированные, и потому их устойчивость к повреждению 
низка. Чувствительны к повреждению и дифференцированые соматические 
клетки, из которых образуются соматические диапаузирующие зародыши 
сидячих модульных беспозвоночных. В ходе дробления зиготы и делений 
клеток готовящегося к диапаузе соматического зародыша сидячих модуль-
ных беспозвоночных теряются черты специализации, унаследованные от 
зиготы и от специализированных соматических клетоки устойчивость заро-
дыша к повреждению повышается. Диапауза у зиготического зародыша при-
митивных беспозвоночных наступает на стадии бластулы или гаструлы и 
на сходных с ними по строению стадиях развития соматического зародыша 
сидячих модульных беспозвоночных потому, что в это время завершается 
утрата черт специализации, унаследованных от зиготы и от дифференциро-
ванных соматических клеток, но еще не начинается специализация, связан-
ная с дальнейшей постдиапаузной дифференциацией клеток зародыша. 

Первые на Земле Metazoa, были, как сказано, сидячими и модульными. 
У них, как и у современных сидячих модульных беспозвоночных, клетки, 
из которых образовывались диапаузирующие зародыши, дедифференциро-
вались. Опухоль, как сказано, атавистический готовящийся к диапаузе за-
родыш. Поэтому дедифференцируются и клетки унитарного организма, пре-
жде чем стать клетками опухоли. Малигнизация – это попытка особи упро-
ститься, перейти от системного ответа на ухудшение среды к ответу, осно-
ванному на индивидуальной устойчивости клеток. Эта попытка бесплодна. 
Завершить ее, то есть превратиться в ранний зародыш, заболевшему раком 
по указанной выше причине не удается. 
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Как работает регуляторная физиологическая система, управляющая 
онкогенезом

Первыми на Земле Metazoa были, как сказано выше, сидячие модульные 
животные [5]. Объяснить, как у них регулировался переход в эмбриональ-
ную диапаузу, − значит объяснить, как регулируется онкогенез. Чтобы объ-
яснить, как у первых на Земле Metazoa регулировался переход в диапаузу, 
следует объяснить, как он регулируется у современных сидячих модульных 
беспозвоночных. На пути этого объяснения стоит отсутствие таких сведений 
в литературе. Но приспособления к среде растений и сидячих модульных 
животных сходны. Вероятно, сходны у них и механизмы, управляющие про-
цессом подготовки к сезонному ухудшению среды. У растений, в отличие от 
сидячих модульных беспозвоночных, регулирование процесса образования 
покоящихся соматических зародышей (почек) изучается [9, 10]. Они образу-
ются у них, как и диапаузирующие зародыши названных беспозвоночных, 
путем бесполого размножения, но недоведенного до конца. 

У растений и у сидячих модульных животных в теле присутствуют 
участки эмбриональной ткани, клетки которой делятся и образуют новые 
модули. У растений эта ткань называется меристемой. Ее клетки остаются 
эмбриональными со времени своего возникновения из меристемы зародыша 
семени [11]. У сидячих модульных животных эмбриональная ткань образу-
ется каждый раз перед бесполым размножением путем дедифференциации 
специализированных клеток заново [4]. Образование покоящихся соматиче-
ских зародышей у сидячих модульных животных и растений сопровождает-
ся одновременным отмиранием всех активно функционирующих модулей. 
У деревьев и кустарников опадают листья, у травянистых растений усыхают 
надземная часть. У сидячих модульных животных рассасываются актив-
но функционировавшие модули [4]. Таким образом, у сидячих модульных 
животных и у растений в связи с прикрепленным образом жизни и низким 
уровнем целостности особи на разной генетической основе и на основе ме-
ханизма бесполого размножения сформировался сходный процесс образова-
ния покоящихся соматических зародышей. 

У растений меристема производит ауксин – гормон, перемещающий-
ся по организму и вызывающий у нее способность притягивать к себе из 
сформировавшихся модулей питательные вещества и поглощать их [11]. 
Между старыми и формирующимися (меристемой) модулями возникает до-
норно-акцепторная связь. Донорами становятся сформировавшиеся модули, 
акцепторами – образующиеся. При образовании готовящихся к покою по-
чек у растений отток из сформировавшихся модулей питательных веществ 
в меристемы по сравнению с этим оттоком, происходящим при образовании 
активно функционирующих модулей, усиливается. Этим объясняется одно-
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временное и быстрое разрушение всех сформировавшихся активно функци-
онировавших модулей в конце вегетационного периода. Свойство размно-
жающихся клеток меристемы притягивать к себе из сформировавшихся мо-
дулей питательные вещества называется апикальным доминированием [11]. 

Вероятно, и у сидячих модульных животных образование диапаузиру-
ющих соматических зародышей тоже управляются механизмом апикально-
го доминирования. Центрами, притягивающими питательные вещества, у 
них становятся, вероятно, тоже размножающиеся дедифференцировавшие-
ся клетки формирующихся зародышей. Эти центры, как и меристема рас-
тений, выделяют, вероятно, какие-то вещества, оказывающие действие на 
весь организм, заставляющие его обеспечить их питанием. Сформировав-
шиеся активно функционировавшие модули, истощенные оттоком из них 
питательных веществ, разрушаются. Апикальное доминирование, вероятно, 
– универсальный механизм взаимодействия старых и новообразующихся 
модулей в разных филогенетических линиях сидячих модульных животных 
и растений.

У губок нервной и эндокринной систем нет. Апикальное доминирование 
у них обеспечивают межклеточные взаимодействия. Поскольку апикальное 
доминирование возможно и без участия нервной и эндокринной систем, 
вероятно, и у других сидячих модульных беспозвоночных ростом готовя-
щихся к диапаузе соматических зародышей управляют тоже межклеточные 
взаимодействия. При онкогенезе в организме заболевшего раком, вероятно, 
тоже возникают донорно-акцепторные отношения. Опухоль становится ак-
ццептором питательных веществ, здоровые ткани – донорами, а механизмом 
донорно-акцепторных отношений у заболевшей раком особи управляют 
межклеточные взаимодействия.

Об эволюционном предшественнике регрессии опухоли 

Диапауза, если в ней нет нужды, приносит вред. Диапаузой, наступившей 
при благоприятных для жизни условиях, могут воспользоваться виды-кон-
куренты. Они используют ресурсы, которые недополучат диапаузирующие 
популяции. Чтобы не допустить этого, если наступившая зима теплая, бес-
позвоночное должно обладать способностью прерывать подготовку к ней и 
возвращаться к образованию зародышей, развивающихся без периода покоя. 
Некоторые асцидии этой способностью обладают. Они, начав подготовку к 
диапаузе, не завершив ее, к образованию зародышей, служащих для роста 
колонии, возвращаются. Это сопровождается у них рассасыванием готовив-
шихся к диапаузе зародышей [12, 13]. Прерывание подготовки к диапаузе 
асцидий – это эволюционный предшественник регрессии опухоли позвоноч-
ных.
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Рассасывание готовившихся к диапаузе зародышей – это следствие пере-
стройки донорно-акцепторных отношений. Донорами становятся прежние 
акцепторы − готовившиеся к диапаузе зародыши. Акцепторами становятся 
прежние доноры – активно функционирующие модули. Растение топинам-
бур, начав образовывать служащие для переживания неблагоприятного се-
зона клубни с почками, тоже может прекратить этот процесс и перейти к 
образованию почек, развивающихся без периода покоя [14]. Переход к ак-
тивной жизни от незавершенного процесса подготовки к покою, вероятно, 
широко распространенное у сидячих модульных животных и растений явле-
ние. Расшифровка его у животных и растений – путь к расшифровке меха-
низма регрессии опухоли. Поняв, как работает механизм регрессии опухоли, 
можно будет переходить в поиску способа искусственного его включения у 
людей, заболевших раком.
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Аннотация. В первые сутки после ТСЧМТ во всех группах детей 
наблюдалась наклонность к увеличению ударного объема сердца. На 
протяжении интенсивной терапии в ОРИТ существенных изменений мезора 
циркадного ритма УО в 1 группе не выявлено. Во 2 группе на 5-15 сутки и 
3 группах на 14-19 сутки отмечена тенденция к уменьшению показателя. 
Наибольшие показатели амплитуды циркадного ритма УО сердца в первые 
сутки, составившие в 1 группе 8 мл, во 2 – 16 мл, в 3 – 12 мл были обусловлены 
нестабильностью гемодинамики в связи с травматическим шоком, 
инфузионной терапией. Адекватность проводимой интенсивной терапии 
выражалась в уменьшении амплитуды суточных колебаний сердечного 
выброса. Наиболее выраженная и продолжительная инверсия циркадного 
ритма УО при ТСЧМТ в младенческом возрасте выявлена у самых тяжелых 
детей 3 группы.

Ключевые слова: циркадный ритм ударного объема, острая тяжелая 
сочетанная черепно-мозговая травма, дети

Актуальность
Основная цель оказания неотложной помощи детям с ТСЧМТ - восста-

новление, поддержание жизненных функций и профилактика вторичных по-
вреждений мозга. При развитии или нарастании гемодинамической неста-
бильности со снижением АД на фоне проводимой инфузионной терапии па-
раллельно применяют адреномиметики (дофамин 4% 3 — 5 мкг/кг в минуту, 
при необходимости дозу увеличивают до 10 мкг/кг и более в 1 минуту; а при 
неэффективности — в комбинации — адреналин или мезатон в возрастной 
дозе. При развитии и нарастании дислокационной симптоматики применя-
ют гиперосмолярные растворы. Используют 3% раствор NaCl в декстране в 
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дозе 0,1–1,0 г/кг/час или 15% раствор маннитола в начальной дозе 1 г/кг в те-
чение 20 минут, Когда на организм оказывается экстремальное воздействие, 
наблюдается увеличение сердечного ритма в 3 и более раз по сравнению 
с нормальным. Сердечный ритм изменяется под хронотропным влиянием, 
которое оказывают симпатические и блуждающие нервы на синоатриаль-
ный узел сердца. Параллельно с хронотропными изменениями сердечной 
деятельности на миокард могут оказываться инотропные влияния. [1-4]. В 
связи с недостаточностью информации по нарушению гемодинамики у де-
тей младенческого возраста мы попытались дать оценку изменениям удар-
ного объема крови в возрасте до 3 лет в остром периоде тяжелой сочетанной 
черепно-мозговой травмы .

Цель работы
Изучить и выявить особенности циркадного ритма ударного объема кро-

ви у детей с тяжелой сочетанной черепно-мозговой травмой у детей в воз-
расте до трех лет. 

Материал и методы исследования
Проведен подробный анализ достоверно значимых отклонений, меж-

групповых различий исследуемых показателей гемодинамики. Результа-
ты получены мониторированием с почасовой регистрацией температуры 
тела, систолического (САД), диастолического (ДАД) артериального дав-
ления. Расчет показателя ударного объема крови проводили по формуле: 
УО=ПАД*50/СрАД.

Данные исследований обрабатывались методом вариационной статисти-
ки с использованием программы Excel путем расчета средних арифметиче-
ских величин (M) и ошибок средних (m). Для оценки достоверности раз-
личий двух величин использовали параметрический критерий Стьюдента 
(t). Взаимосвязь динамики исследуемых показателей определяли методом 
парных корреляций. Критический уровень значимости при этом принимали 
равным 0,05.

Из 18 детей (табл.1) с диагностированной тяжелой сочетанной черепно-
мозговой травмой (ТСЧМТ), поступивших в республиканский центр экс-
тренной медицинской помощи в младенческом возрасте 7 пациентов полу-
чили интенсивную терапию в условиях ОРИТ на протяжении 5,9±1,3 суток, 
6 пациентов 14±1,7 дней ,7 детей в течение 31,2±5,3 дней, что и послужило 
основанием для создания рандомизированных групп по тяжести состояния. 
Различие достоверно (р<0,05).
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Таблица 1. 
Характеристика больных ТСЧМТ поступивших в возрасте до 3 лет
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1 5,9±1,3 7 4. 20,8±7,8 71% (5) 29% 
(2)

71% (5) 71% 
(5)

15,2±7

2 14±1,7 6 4 23,1±4,7 50% (3) 50% 
(3)

83% (5) 66% 
(4)

20±4

3 31,2±5,3 5 3 18,2±4,6 80% (4) 20% 
(1)

100% 
(5)

100% 
(5)

37,4± 
5,3

В 1 группе преобладала частота закрытой черепно-мозговой травмы 
(ЗЧМТ) (71%), сотрясение головного мозга (28%), количество операций в 
первые сутки после травмы составило 71%. Во 2 более тяжелой группе пре-
обладало количество открытой черепно-мозговой травмы ( ОЧМТ) - 66%, 
частота тяжелого ушиба головного мозга (ТУГМ) - 50%, перелом теменно-
височной кости с переходом на основание черепа 48%, травматический шок 
тяжелой степени наблюдался у всех больных. В наиболее тяжелой 3 группе в 
100% тяжесть состояния при поступлении была обусловлена ЗЧМТ, ТУГМ, 
субарахноидальным кровоизлиянием (САК), травматическим шоком. В 1 
группе из 5,9±1,3 дней проведенных в ОРИТ только 1 больной из 7 был на 
ИВЛ на протяжении 3 суток в режиме CMV, с последующей экстубацией по 
восстановлении спонтанного дыхания. Во 2 и 3 группах все пациенты при 
поступлении переведены на ИВЛ по показаниям. В последующем из про-
веденных в ОРИТ 14,6±1,7 суток средний показатель ИВЛ в режиме CMV 
во 2 группе осуществлен в течение 6,8±2,2 суток, SIMV 1,75±0,8, СРАР у 
1 больного – 1 сутки, продолжительность спонтанного дыхания составила 
7±1,6 суток. В 3 группе ИВЛ в режиме CMV трем больным проводили в 
течение 17±3 суток, SIMV 9,5±4,6 суток, СРАР 2,5±1,5 суток, спонтанное 
дыхание 34±9,5 суток.

Результаты и их обсуждение
Изучены и дана оценка фазовой структуре циркадного ритма УО в остром 

периоде ТСЧМТ в младенческом возрасте. В табл.1 представлены измене-
ния показателя мезора циркадного ритма ударного объема по группам.
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Таблица 1.
Динамика мезора циркадного ритма УО в остром периоде ТСЧМТ у детей 

до 3 лет, в мл
дни 1группа 2 группа 3 группа 

1 27,0±2,7 30,0±3,2 30,5±3,5
2 26,4±1,8 31,0±2,0 27,1±2,0
3 27,5±1,5 30,9±1,3 25,9±1,7
4 29,6±3,0 27,6±2,7 26,7±2,0
5 25,8±1,6 25,0±1,3 26,2±1,4
6 25,6±2,5 25,0±1,6 29,6±2,1
7 26,5±2,3 26,1±1,5 27,8±2,1
8 24,4±1,9 26,7±1,4
9 27,3±1,5 28,0±1,2
10 27,1±1,8 28,2±1,6
11 27,6±2,5 30,3±1,3
12 27,3±0,8 23,8±1,5
13 28,3±1,9 28,0±2,7
14 26,1±1,6 27,5±1,9
15 25,2±1,9 25,6±2,5
16 27,6±1,5
17 27,7±2,0
18 26,1±2,2
19 26,4±1,8
20 31,4±1,3
21 28,8±2,0
22 26,9±2,4
23 27,3±1,8
24 30,3±2,5
25 28,8±1,5
26 29,5±2,5
27 27,5±2,0
28 27,8±1,8
29 30,2±2,8
30 29,7±2,4
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Как представлено в таблице 1 и рис.1, в первые сутки после ТСЧМТ во 
всех группах детей наблюдалась наклонность к увеличению ударного объ-
ема, однако связи с тяжестью травмы не наблюдалось. В 1 группе на про-
тяжении интенсивной терапии в ОРИТ существенных изменений мезора 
циркадного ритма УО не выявлено. Во 2 на 5-15 сутки и 3 группах на 14-19 
сутки отмечена тенденция к уменьшению показателя. Наклонность к уве-
личению сердечного выброса в первые 3 суток была обусловлена не только 
компенсаторным механизмом, направленным на адекватное обеспечение 
кислородом, метаболитами, макроэргическими ингредиентами повышен-
ных потребностей жизненноважных органов, тканевых структур в условиях 
тяжелого стрессовой реакции организма ребенка на ТСЧМТ. Другим фак-
тором приведшим к увеличению УО преимущественно в 1 сутки был объ-
ем инфузионной терапии, направленный на возмещение острых, вызванных 
травмой потерь, выведению из шока, восстановление перфузионных способ-
ностей жизненно важных органов и систем. Третьим фактором, влияющим 
на сердечный выброс являлся перевод на ИВЛ, когда во 2 и 3 группах все па-
циенты при поступлении переведены на ИВЛ и находились на продленной 
респираторной поддержке по показаниям.

Рисунок 1. Динамика мезора циркадного ритма ударного объема до 3 лет, 
мл
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Рисунок 2. Динамика амплитуды суточных колебаний УО, мл

Наибольшие показатели амплитуды циркадного ритма УО сердца в пер-
вые сутки, составившие в 1 группе 8 мл, во 2 – 16 мл, в 3 – 12 мл были обу-
словлены нестабильностью гемодинамики в связи с травматическим шоком, 
коррегирующей инфузионной терапией, направленной на возмещение по-
терь, введение растворов с целью восстановления центральной и перифе-
рической гемодинамики. Адекватность проводимой интенсивной терапии 
выражалась в уменьшении амплитуды колебаний сердечного выброса на 
вторые сутки у больных в 1 группе до 3 мл, во второй – до 8 мл, в третьей 
группе до 3 мл (рис.2). В последующие дни изменения амплитуды суточных 
колебаний УО были в пределах 3-6 мл в 1 и 3 группах детей, во 2 – 7-11 мл 
в сутки.
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Рисунок 3. Размах суточных колебаний ударного объема в остром периоде 
ТСЧМТ до 3 лет

Обращает внимание наиболее значительный показатель размаха суточ-
ных колебаний УО в 1 группе – 25-30 мл/сутки (рис.3), в то время как во 2 и 
3 группах суточные перепады УО колебались в пределах 5-10 мл в первые 
две недели. В последующие дни отмечена тенденция к росту суточных из-
менений УО до 12-15 мл у травмированных детей 3 группы. Последнее со-
ответствовало более тяжелому состоянию детей, находящихся на ИВЛ в свя-
зи с большей степенью преимущественного повреждения головного мозга 
ТЧМТ. Нестабильность УО в 1 группе, возможно, является свидетельством 
недостаточной стресс-лимитирующей, седативной терапии в связи с отсут-
ствием аппаратной респираторной поддержки для предупреждения медика-
ментозной центрогенной несостоятельности дыхания в условиях меньшей 
степени травматического повреждения головного мозга.
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Рисунок 4. Продолжительность сдвигов акрофазы УО

Обнаружена наибольшая продолжительность сдвига пика акрофазы 
циркадного ритма УО на ночные часы у детей 3 группы, то есть инверсия 
продолжалась на протяжении 20 суток (из 30), составив 66%. Во 2 группе 
инверсия циркадного ритма УО продолжалась 8 суток из 15, что составило 
54%, В 1 группе всего 14 % (рис.4). То есть, наиболее выраженная и про-
должительная деструктуризация циркадного ритма УО в младенческом воз-
расте выявлена у самый тяжелых детей 3 группы. Учитывая повышенную 
функциональную нагрузку на миокард в связи с увеличением риска острой 
функциональной несостоятельности сердечной функции в ночные часы в 3 
группе, по-видимому, целесообразно медикаментозное поддержание функ-
ции миокарда акцентировать также в ночные часы у детей 3 группы. В 1 
группе преобладало умеренное смещение пика акрофазы циркадного рит-
ма УО в дневные часы на фоне максимально выраженных изменений УО 
(рис.3).
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Рисунок 5. Корреляционные связи УО до 3 лет

Обнаружена прямая корреляционная связь динамики УО и ПАД у всех 
травмированных детей. Наклонность к снижению ДАД при повышении УО 
выявленную у всех детей раннего возраста можно трактовать как физиоло-
гическую компенсаторную реакцию периферических сосудов на увеличение 
сердечного выброса, сформированную в связи с инфузионной и медикамен-
тозной коррекцией. Во 2 группе отмечена тенденция к формированию об-
ратной корреляционной связт показателей УО с САД, УО и СрАД.

Выводы
В первые сутки после ТСЧМТ во всех группах детей наблюдалась на-

клонность к увеличению ударного объема сердца. На протяжении интенсив-
ной терапии в ОРИТ существенных изменений мезора циркадного ритма УО 
в 1 группе не выявлено. Во 2 группе на 5-15 сутки и 3 группах на 14-19 сут-
ки отмечена тенденция к уменьшению показателя. Наибольшие показатели 
амплитуды циркадного ритма УО сердца в первые сутки, составившие в 1 
группе 8 мл, во 2 – 16 мл, в 3 – 12 мл были обусловлены нестабильностью 
гемодинамики в связи с травматическим шоком, коррегирующей инфузион-
ной терапией. Адекватность проводимой интенсивной терапии выражалась 
в уменьшении амплитуды колебаний сердечного выброса. Наиболее выра-
женная и продолжительная инверсия циркадного ритма УО при ТСЧМТ в 
младенческом возрасте выявлена у самый тяжелых детей 3 группы.
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Резюме. Известно, что тромбофилии являются самостоятельной 
группой причин невынашивания беременности. В патогенезе акушерской 
патологии всеми признана роль «критериальных» тромбофилий. У многих 
пациенток с привычной потерей беременности выявляется активация 
гемостаза без «критериальной» тромбофилии, что может быть связано 
с наличием «некритериальных» тромбофилий, которые еще не накопили 
необходимых доказательств, чтобы считаться «критериальными». 
Поэтому целью исследования явилось выявление роли «некритериальной» 
тромбофилии в патогенезе привычной потери беременности. Материалы 
и методы. Для достижения цели выполнена лабораторная диагностика 
тромбофилий у 57 пациенток с привычной потерей беременности (основная 
группа), у которых имелось 2 и более самопроизвольных выкидыша или 
неразвивающиеся беременности в анамнезе, и у 33 женщин контрольной 
группы. Состояние системы гемостаза оценивали на основании анализа 
30 параметров по общепринятым методикам. Кровь для исследования 
брали из кубитальной вены на 19–21 день овуляторного менструального 
цикла через 6 и 9 месяцев после завершения последней беременности. 
Статистическая обработка полученных результатов выполнена с 
помощью компьютерного пакета программ Statistica v. 10 с использованием 
методов параметрической и непараметрической статистики. Результаты 
исследования. Распространённость тромбофилий у пациенток с привычной 
потерей беременности составила 61,4%, из них множественные 
тромбофилии регистрировались значительно чаще единичных (36,8% 
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и 24,6% соответственно, рχ2<0,05). В структуре диагностированных 
тромбофилий первое место заняли «некритериальные» тромбофилии – 
мутация ИАП SERPINE 1 (35,0%) и гиперактивация ф. Виллебранда (26,3%), 
что указывает на их роль в патогенезе невынашивания беременности. 
Результаты проведённого исследования позволяют заключить, что 
такие «некритериальные» тромбофилии, как мутация ИАП SERPINE 1 
и гиперактивация ф. Виллебранда, могут играть существенную роль в 
патогенезе привычной потери беременности, особенно при сочетании с 
«критериальными» тромбофилиями.

Ключевые слова: тромбофилия и беременность, спонтанная потеря 
беременности, привычная потеря беременности, «критериальная» 
тромбофилия, «некритериальная» тромбофилия.

Не смотря на развитие репродуктивных технологий, спонтанная потеря 
беременности продолжает оставаться основной причиной репродуктивных 
потерь, что ставит её в ряд наиболее актуальных проблем современной ме-
дицины [1-3]. 

Известно, что наследственные и приобретённые тромбофилии являются 
самостоятельной группой причин невынашивания беременности [1, 4-6]. В 
патогенезе акушерской патологии всеми признана роль «критериальных» 
тромбофилий, к которым относят мутации факторов (F) FV Leiden G1691A 
и FII G20210A, дефицит антитромбина (АТ) III, протеинов (Р) C и S, анти-
фосфолипидный синдром (АФС), гипергомоцистеинемию [7-10]. У многих 
пациенток с привычной потерей беременности выявляется активация гемо-
стаза без «критериальной» тромбофилии, что, по мнению ряда исследова-
телей, связано с наличием «некритериальных» тромбофилий, которые еще 
не накопили необходимых доказательств, чтобы считаться «критериальны-
ми» [7,10]. К таким тромбофилиям относят полиморфизмы генов основных 
звеньев гемостаза, включая мутацию ингибитора активатора плазминогена 
(ИАП) SERPINE 1 и некритериальные антифосфолипидные антитела [8, 10, 
11], а также повышенную активность фактора Виллебранда (ф. Виллебранда 
более 150%) и другие [12, 13].

Поэтому целью исследования явилось выявление роли «некритериаль-
ной» тромбофилии в патогенезе привычной потери беременности. 

Материалы и методы 
Для достижения цели выполнена лабораторная диагностика тромбофи-

лий у 57 пациенток с привычной потерей беременности (основная группа), у 
которых имелось 2 и более самопроизвольных выкидыша или неразвиваю-
щиеся беременности в анамнезе, и 33 женщин контрольной группы. У паци-
енток основной группы были исключены акушерские и экстрагенитальные 
причины потери беременности, в том числе истмикоцервикальная недоста-
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точность (ИЦН), эндокринные нарушения и инфекционная патология. От-
сутствие врождённых пороков развития (ВПР) плода было подтверждено 
ультразвуковым исследованием (УЗИ) и биохимическим скринингом или 
генетическим исследованием тканей плода (эмбриона). Эктопическая бе-
ременность в анамнезе, наличие клинически значимых гинекологических и 
экстрагенитальных заболеваний и повышение концентрации в крови белков 
острой фазы воспаления являлись общими критериями исключения из групп 
исследования.

Все женщины обследованы на базе городской клинической больницы 
№8 г. Рязани и научно-клинического центра гематологии, онкологии и им-
мунологии Рязанского государственного медицинского университета имени 
академика И.П. Павлова Министерства здравоохранения Российской Феде-
рации. Возраст пациенток основной и контрольной групп существенно не 
отличался и составил соответственно – 30,2±0,91 и 30,2±0,85 лет (p>0,05). 
Не выявлено достоверных различий между антропометрическими показате-
лями, а также индексом массы тела у женщин основной и контрольной групп 
(соответственно – 22,9±0,62 и 23,1±0,58, p>0,5).

Для достижения поставленной цели использовались общие клинические, 
лабораторные и инструментальные методы исследования, а также системно-
структурный анализ спонтанных репродуктивных потерь по данным меди-
цинской документации и анамнеза. Состояние системы гемостаза оценивали 
на основании анализа 30 параметров по общепринятым методикам [14-17]: 
D-димеры, протромбиновое время (ПТВ), активированное частичное тром-
бопластиновое время (АЧТВ), международное нормализованное отношение 
(МНО), активность факторов протромбинового комплекса, каолиновое вре-
мя, лебетоксовое время, концентрация фибриногена, гематокрит, тромбоци-
ты периферической крови, антитромбин III (АТ III), протеин С (ПС), про-
теин S (ПS), фибринолиз, волчаночный антикоагулянт (ВА), титры антител 
(IgM, IgG) к кардиолипину,  β2-гликопротеину 1 и протромбину, мутация 
гена фактора V (Leiden) – G1691A, мутация гена протромбина – G20210A, 
мутация ингибитора активатора плазминогена (ИАП), концентрация гомо-
цистеина, агрегация тромбоцитов с 4 индукторами (растворы ристомицина, 
коллагена – 20,0 мкмоль/л, адреналина – 5,0 мкмоль/л и АДФ 2 мкг/л), актив-
ность ф. Виллебранда.  Исследование гемостаза проводили на автоматиче-
ском анализаторе АСL 7000 System производства Instrumentation Laboratory 
Company (США). Кровь для исследования брали из кубитальной вены на 
19–21 день овуляторного менструального цикла через 6 и 9 месяцев после 
завершения последней беременности.

Статистическая обработка полученных результатов выполнена с помо-
щью компьютерного пакета программ Statistica v. 10 (StatSoft, Inc., США) 
с использованием методов параметрической и непараметрической стати-
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стики. В случае соответствия распределяемых величин параметрическим 
критериям, применяли методы параметрической статистики. Результаты 
обработаны методом вариационной статистики с определением средне-
го арифметического и ошибки среднего для каждой группы сравниваемых 
показателей. Достоверность различий (p) между сравниваемыми группами 
признана значимой по критерию t (Стьюдента-Фишера) при вероятности 
безошибочного прогноза ≥ 95% (p<0,05). Также применяли методы непара-
метрической статистики для подтверждения гипотезы о наличии различий 
между 2 независимыми выборками (критерий Манна-Уитни (U)).

Результаты исследования 
Общее число спонтанных репродуктивных потерь в основной группе со-

ставило 161 случай. Результаты системно-структурного анализа позволили 
определить структуру спонтанных репродуктивных потерь в зависимости от 
сроков гестации (рисунок), а также провести оценку их распределения, у па-
циенток основной группы (таблица 1).
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Рисунок. Распределение репродуктивных потерь по срокам гестации в основной группе. 

 

Таблица 1.  Сравнительная оценка показателей паритета беременности в группах. 

Показатели Группа 1 Контроль 
Паритет, M±m 2,9±0,14* 2,3±0,09 
Всего женщин с репродуктивными потерями, n (%)  
Из них с числом потерь: 
 1 
 2 
 3 
 4 
 5 и более 

 
57 (100)** 

− 
32 (56,1)** 
12 (21,1)** 
6 (10,5)** 
7 (12,3)** 

 
− 

Всего женщин, родивших без потерь, n(%) 
Из них с количеством родов: 
 одни 
 двое 
 3 и более 

5 (8,8) ** 
 

5 (8,8) ** 
− 
− 

33 (100) 
 

− 
24 (72,7) ** 
9 (27,3) ** 

Примечание: * – статистически значимые различия среднего показателя паритета по критерию 
соответствия Стьюдента между группами (t-test, р<0,01); ** – статистически значимые различия 

Рисунок. Распределение репродуктивных потерь по срокам гестации в 
основной группе
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Таблица 1.
Сравнительная оценка показателей паритета беременности в группах

Показатели Группа 1 Контроль

Паритет, M±m 2,9±0,14* 2,3±0,09

Всего женщин с репродуктивными потерями, n (%)  
Из них с числом потерь:
− 1
− 2
− 3
− 4
− 5 и более

57 (100)**
−

32 (56,1)**
12 (21,1)**
6 (10,5)**
7 (12,3)**

−

Всего женщин, родивших без потерь, n(%)
Из них с количеством родов:
− одни
− двое
− 3 и более

5 (8,8) **

5 (8,8) **
−
−

33 (100)

−
24 (72,7) **
9 (27,3) **

Примечание: * – статистически значимые различия среднего показате-
ля паритета по критерию соответствия Стьюдента между группами (t-test, 
р<0,01); ** – статистически значимые различия числа репродуктивных по-
терь по критерию соответствия χ2 (р<0,05) в сравнении с контролем.

У пациенток основной группы чаще всего потери беременности реги-
стрировались в сроке до 12 полных недель гестации 68,9% (рχ2<0,05). Часто-
та репродуктивных потерь в сроках от 12 до 22 недель и в 22 недели и бо-
лее существенно не отличались и составили 14,3% и 16,8%, соответственно 
(рχ2>0,05).

Средний показатель паритета беременностей в основной группе был су-
щественно выше контрольных значений (2,9±0,14 и 2,3±0,09 соответствен-
но, pt-tes<0,01). Репродуктивные потери имелись у всех женщин основной 
группы, в контроле они отсутствовали (рχ2<0,05).  Беременности, которые 
завершились без репродуктивных потерь, зарегистрированы у 5 (8,8%) паци-
енток основной группы, что было существенно ниже контрольных значений 
(33 (100%), рχ2<0,05). Все пациентки основной группы имели многократные 
потери беременности, из них 2 потери – 32 (56,1%), 3 – 12 (21,1%), 4 – 6 
(10,5%), 5 и более – 7 (12,3%).

Результаты лабораторной диагностики исключили наличие тромбофилий 
в контрольной группе, а также у 22 (38,6%) пациенток основной группы, что 
было значительно меньше, чем в контроле (33 (100%), рχ2<0,01%). Распреде-
ление диагностированных тромбофилий и их сравнительная характеристика 
у пациенток основной группы представлены в таблице 2. 
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Таблица 2.
Распределение диагностированных тромбофилий в основной группе

Тромбофилии

Количество (n)  
и удельный вес (%)

n %

АФС 11 19,3 (р)

Дефицит АТ III 9 15,8 (р)

Дефицит PC и PS* 9 15,8 (р)

Гипергомоцистеинемия (более 12 мкмоль/л) 9 15,8 (р) 

Мутация FV Leiden  G1691A*,  
в том числе:
гомозиготная
гетерозиготная●

3

1
2

5,3

1,8
3,5

Мутация FII G20210A*
гомозиготная
гетерозиготная●

1
−
1

1,8

1,8

Мутация ИАП SERPINE 1●,  
в том числе:
гомозиготная● 

гетерозиготная●, *

20 

10
10

35,0 (р)

17,5
17,5

Активность ф. Виллебранда более 150%●, * 15 26,3 (р)

Примечание: ● – «некритериальные» тромбофилии; * – тромбофилии, 
которые всегда сочетались с другими вариантами тромбофилии; р – ста-
тистически значимые различия по критерию соответствия χ2 в сравнении с 
контролем (р<0,05). 

Наследственные и приобретённые тромбофилии были диагностированы 
у 35 (61,4%) пациенток основной группы (множественные тромбофилии у 
21 (36,8%), единичные у 14 (24,6%), рχ2<0,05). 

У пациенток основной группы достоверно чаше других выявлялись та-
кие «некритериальные тромбофилии, как мутация ИАП SERPINE (PAI) 1 
– 20 (35%) и гиперактивация ф. Виллебранда – 15 (26,3%), которые заняли 
первое рейтинговое место (p<0,05). Гомозиготный и гетерозиготный вари-
анты мутации ИАП SERPINE (PAI) 1 встречались с одинаковой частотой 
– 10 (17,5%) случаев. Второе рейтинговое место занял АФС, встречался 
значительно реже предыдущих мутаций (11 (19,3%), p<0,05). Третье место 
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разделили между собой гипергомоцистеинемия, дефицит PC, PS и АТ III, 
частота которых составила по 9 (15,8%) случаев каждый. Достоверно реже 
остальных тромбофилий встречались мутации Leiden  G1691A (3 (5,3%) – 2 
гетерозиготные и 1 гомозиготная) и гена протромбина G20210A (1 (1,8%) 
гетерозиготная) (p<0,05).

Заключение
У пациенток с привычной потерей беременности в структуре диагности-

рованных тромбофилий первое место заняли «некритериальные» тромбофи-
лии – мутация ИАП SERPINE 1 (35,0%) и гиперактивация ф. Виллебранда 
(26,3%). Второе место – АФС (19,3%), третье – разделили между собой де-
фицит АТ III, PC и (или) PS и гипергомоцистеинемия (по 15,8% каждая). До-
стоверно реже остальных встречались мутации FV Leiden G1691A (5,3%) и 
FII G20210A (1,8%). В составе множественных выявлялись практически все 
тромбофилии. Такие из них, как гиперактивация ф. Виллебранда (>150%), 
дефицит протеинов C и S, а также мутации генов FV Leiden G1691A и F II 
G20210A всегда сочетались с другими вариантами тромбофилий.

Результаты проведённого исследования позволяют заключить, что такие 
«некритериальные» тромбофилии, как мутация ИАП SERPINE 1 и гиперак-
тивация ф. Виллебранда, могут играть существенную роль в патогенезе при-
вычной потери беременности, особенно при сочетании с «критериальными» 
тромбофилиями. 
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Резюме. Состояние гемодинамики органов малого таза исследовано с 
помощью компьютерной тетраполярной реоплетизмографии у 33 пациенток 
с вторичным трубно-перитонеальным бесплодием, подтвержденным 
при лапароскопии и хромогидротубации, и у 20 практически здоровых 
женщин, имеющих в анамнезе спонтанную беременность, естественные 
роды, отсутствие абортов. с использованием метода компьютерной 
тетрополярной реоплетизмографии. Исследование проведено на 19–21 день 
овуляторного менструального цикла. По результатам оценки 10 показателей 
компьютерной тетраполярной реоплетизмографии, характеризующих 
тазовую гемодинамику, выявлены существенные нарушения гемодинамики 
органов малого таза при трубно-перитонеальном бесплодии, что можно 
расценить как неблагоприятный фактор, который необходимо учитывать 
при выборе тактики лечения. 

Ключевые слова: бесплодный брак; гемодинамика органов малого таза; 
женское бесплодие; компьютерная тетрополярная реоплетизмография; 
трубно-перитонеальное бесплодие; диагностика нарушений гемодинамики 
органов малого таза; показатели тазовой гемодинамики.

Частота бесплодных браков в Российской Федерации ежегодно увели-
чивается. Самой распространённой формой женского бесплодия является 
трубно-перитонеальное, которое выявляется более чем у 60 % бесплодных 
женщин [1, 2]. 

Многочисленные методы лечения трубно-перитонеального бесплодия 
не всегда эффективны [1, 3, 4]. Недостаточная эффективность современных 
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методов лечения трубно-перитонеального бесплодия, в том числе с при-
менением экстракорпорального оплодотворения, может быть обусловлена 
стойким нарушением гемодинамики органов малого таза у пациенток [4–6 ]. 

Поэтому целью исследования явилось выявление особенностей гемоди-
намики органов малого таза у женщин с трубно-перитонеальным бесплоди-
ем с использованием метода компьютерной тетрополярной реоплетизмогра-
фии. 

Материалы и методы 
В исследование включено 53 женщины в возрасте от 25 до 35 лет, со-

гласно критериям включения, не включения в исследование и исключения 
из исследования. Основную группу составили 33 пациентки с вторичным 
трубно-перитонеальным бесплодием, подтвержденным при лапароскопии и 
хромогидротубации. Контрольную группу составили 20 практически здоро-
вых женщин, имеющих в анамнезе спонтанную беременность, естественные 
роды, отсутствие абортов. 

Средний возраст пациенток в группах не имел существенных различий и 
составил в основной группе 28,8 ± 0,95 лет, в контрольной — 29,4 ± 1,47 лет 
(p>0,05). Все пациентки имели нормальный индекс массы тела (ИМТ). Жен-
щины с избыточной массой тела (ИМТ ≥ 25) и недостаточной массой тела 
(ИМТ ≤ 18,5) в исследование не включались для нивелирования влияния 
массы тела на результаты исследования. Варикозная болезнь также являлась 
существенным общим критерием не включения в исследование, так как в 
значительной степени могла повлиять на результаты оценки гемодинамики. 
Выявленные непосредственно перед исследованием гипертермия, артери-
альная гипертензия или гипотензия, а также ановуляторный менструальный 
цикл по данным ультразвукового исследования, являлись общими критери-
ями исключения из исследования.

Исследование методом компьютерной тетрополярной реоплетизмогра-
фии (КТПРПГ) выполняли на 19–21 день овуляторного менструального 
цикла по общепринятой методике [7–11]. Анализ КТПРПГ проводили по ре-
зультатам оценки 10 показателей, характеризующих тазовую гемодинами-
ку: удельный пульсовой объем (УПО), минутный периферический кровоток 
(МПК), реографический систолический индекс (РСИ), относительный объ-
емный пульс (ООП), амплитудно-частотный показатель (АЧП), межампли-
тудный показатель (МАП), индекс периферического сопротивления (ИПС), 
анакротно-катакротный показатель (АКП), индекс времени наполнения 
(ИВН), показатель дегидратации тканей (ПДТ).

Статистическая обработка полученных результатов выполнена с помо-
щью компьютерного пакета программ Statistica v. 10 (StatSoft, Inc., США) с 
использованием методов параметрической и непараметрической статисти-
ки. 
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Результаты исследования 
Показатели тазовой гемодинамики у пациенток основной и контрольной 

групп представлены в таблице.

Таблица.
Показатели тазовой гемодинамики у пациенток основной и контрольной 

групп.

Показатели КТПРПГ
Результат исследования Ме (25-75%), U-test

контроль, n = 20 основная группа, n = 33

Пульс, уд. в мин 72,9 (54,7-91,1) 73,0 (54,8-91,3

УПО, мкл/см3 0,67 (0,5-0,84) 0,55 (0,41-0,69)*

МПК, мкл/см3/мин 44,3 (33,2-55,4) 43,9 (32,9-54,9)

РСИ, у. е. 0,19 (0,14-0,24) 0,15 (0,11-0,18)*

ООП, у. е. 1,07 (0,80-1,34) 1,05 (0,79-1,31)

АЧП, у. е. 0,22 (0,17-0,28) 0,15 (0,10-0,19)*

МАП, у. е. 2,7 (2,03-3,38) 2,3 (1,7-2,9)

ИПС, у. е. 0,34 (0,26-0,43) 0,27 (0,20-0,34)*

АКП, у. е. 0,23 (0,17-0,29) 0,24 (0,18-0,30)

ИВН, у. е. 0,58 (0,44-0,73) 0,51 (0,38-0,63)*

ПДТ, у. е. 0,05 (0,04-0,06) 0,04 (0,03-0,05)*

Примечание. n — количество женщин в группах; * — статистически зна-
чимые различия по сравнению с контролем (t-test), p<0,05.

У пациенток основной группы выявлены достоверно более низкие пока-
затели КТПРПГ – УПО, РСИ, АЧП, ИПС, ИВН и ПДТ. Результаты исследо-
вания указывают на достоверное снижение объемных показателей тазового 
кровотока, систолического притока крови к органам малого таза и интенсив-
ности кровообращения, а также на значительные изменения тонуса сосудов 
и регионарного сосудистого сопротивления в бассейне малого таза, у паци-
енток основной группы по сравнению с контролем. 
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Заключение
Выявленные существенные нарушения гемодинамики органов малого 

таза при трубно-перитонеальном бесплодии можно расценить как неблаго-
приятный фактор, который необходимо учитывать при выборе тактики лече-
ния. Поэтому, нормализация гемодинамики органов женской репродуктив-
ной системы с использованием медикаментозных и эфферентных методов 
должна являться важной составляющей в комплексном лечении трубно-пе-
ритонеального бесплодия, в том числе перед экстракорпоральным оплодот-
ворением.
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Хронический генерализованный пародонтит, как самостоятельное 
стоматологи ческое заболевание, в последние годы существенно возрос  в 
связи с открытием его системных осложнений, сопровождающих атероскле-
роз и сердеч но-сосудистую патологию [1-3], диффузные болезни соедини-
тельной ткани и ревматоидный артри т [4], болез нь Альцгеймера [5].

В этиологии паро донтита ведущую роль играют бактерии так называемо-
го красно го комплекса (пародонтопатогенам 1-го порядка), к чис лу которых 
традиционно причисляют Porphyromonas gingi valis, Tannerella forsythia, а 
также A. actinomycetemcomitans, и «оранжевого комплекса» (пародонтопа-
тогенам 2-го по рядка): Porphyromonas endodontalis, Treponema denticola, 
Prevotella intermedia, Fusobacterium nucleatum/periodonticum [6-10].

Развитие биотехнологий метагеномного анализа позволило значительно 
расширить спектр возможных пародонтальных патогенов и стал включать 
некультивируемые на питательных средах виды, напри мер, Filifactor alocis, 
Dialisterpneumosintes, Treponema lecithinolyticum, Solobacterium moorei, 
Cryptobacterium curium, Mitsuokella dentalis и др. [10-13], к таким методам 
относится полимеразная цепная реакция.

Аннотация. Ранними колонизаторами зубной поверхности являются 
стрептококки, актиномицеты и отдельные клетки грамотрицательных 
бактерий Haemophilus spp. и Veillonella spp. Особое значение имеют 
Streptococcus mutans, так как эти бактерии играют ведущую роль в 
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развитии кариеса зубов. Они формируют налет, а затем бляшку на 
любых поверхностях, имеет значение степень адгезии бактерий к 
поверхности. Стрептококки и другие ранние колонизаторы (Actinomyces, 
Capnocytophaga, Eikenella, Haemophilius, Veillonella) распознают слюнные 
рецепторы пелликулы и специфически связываются с ними с помощью 
белков адгезинов. В результате их закрепления появляются поверхности 
(непосредственно из микробных клеток или синтезируемых ими полимеров), 
к которым могут присоединяться клетки следующего партнера коадгезии, 
например лактобациллы. Ранние колонизаторы могут взаимодействовать 
не только с рецепторами пелликулы, но и друг с другом. Примером может 
служить коагрегация (соединение клеток) между Prevotella loesheii и 
S. oralis, а также между P. loesheii и Actinomyces israelii. Способность 
микробов к коагрегации нивелирует низкую первичную адгезию некоторых 
видов бактерий к пелликуле зуба и в дальнейшем, по мере формирования 
биопленки, обеспечивает их массивное присутствие на поверхности зубов.

Микробы - промежуточные и поздние колонизаторы при образовании 
биопленки ведут себя следующим образом. На границе между ранними и 
поздними колонизаторами располагаются бактерии - промежуточные коло-
низаторы. Примером может быть F. nucleatum, являющийся самым много-
численным грамотрицательным видом в интактных участках тканевых по-
верхностей полости рта. Предположительно его присутствие предшествует 
появлению таких пародонтопатогенных видов, как Treponema denticola и P. 
gingivalis.  F. nucleatum коагрегирует со всеми ранними и поздними колони-
заторами. К последним относятся: A. actinomycetemcomitans, P. gingivalis, P. 
denticola, Treponema., Eubacterium spp., Veillonella atypica.

С целью изучения этиологической структуры пародонтальной патологии 
используется молекулярно-биологический эффективный и экономически 
обоснованный метод – полимеразной цепной реакции. Наука не стоит на ме-
сте, и в начале 90-х годов прошлого столетия исследователи предложили ре-
гистрировать накопления ДНК непосредственно в ходе полимеразной цеп-
ной реакции (ПЦР) [Highuchi et al, 1992] «в реальном времени», что суще-
ственно упрощало технику измерения и дало возможность обосновать вид 
патогена в режиме реального времени. В настоящее время ученые подошли 
к более совершенному углубленному методу амплификации нуклеиновых 
кислот для оценки различных бактерий и вирусов. Исследователи предло-
жили регистрировать накопления ДНК непосредственно в ходе полимераз-
ной цепной реакции «в реальном времени», что существенно повысило точ-
ность диагностики. Примером является транскрипционная амплификации 
— более чувствительная и специфичная ПЦР-полимеразная цепная реакция 
- молекулярно-биологический метод исследования, получивший широкое 
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распространение в современных лабораториях и используемый для диа-
гностики патогенной микрофлоры при заболевании пародонта. Метод ПЦР 
основан на принципе естественной репликации ДНК, включающим денату-
рацию двойной спирали ДНК, расхождение нитей ДНК и комплементарное 
удвоение обеих. Данный процесс можно использовать для получения копий 
коротких участков ДНК, специфичных для конкретных микроорганизмов, 
т.е. осуществлять целенаправленный поиск специфических участков. Пре-
имущества метода ПЦР, как метода диагностики инфекционных заболева-
ний, заключается в следующем: прямое определение возбудителей; высокая 
специфичность и чувствительность; универсальность процедуры выявления 
различных возбудителей; высокая скорость получения результата.

Цель исследования
Изучить частоту встречаемости хронического генерализованного паро-

донтита, вызываемого Fusobacterium nucleatum/periodonticum среди общих 
патогенов, используя метод ПЦР-диагностики.

Материал и методы
Исследование проводили набором реагентов «ДЕНТОСКРИН» 

(ООО НПФ «Литех», Россия), предназначенным для обнаружения и ко-
личественного определения ДНК возбудителей инфекций пародонта 
Porphyromonas endodontalis, Porphyromonas gingivalis, Aggregatibacter 
actinomycetemcomitans, Treponema denticola, Fusobacterium nucleatum, 
Prevotella intermedia, Tannerella forsythia в биологическом материале (содер-
жимое пародонтального кармана, десневая жидкость) методом полимераз-
ной цепной реакции (ПЦР) в режиме реального времени на амплификаторе 
«ДТ-прайм» («ДНК-технология», Россия). ДНК выделяли из ротовой жид-
кости (слюны) реагентами «ДНК-экспресс » (ООО НПФ «Литех», Россия) 
согласно инструкции производителя тест-системы. Метод полимеразной 
цепной реакции (ПЦР)  эффективен и экономичен, применение его обосно-
вано использованием его в будуюшем  в стоматологической практике – для 
выявления отдельных патогенов первого и второго порядка и подбора со-
ответствующей терапии. В последние годы возможности ПЦР «в реальном 
времени» существенно расширились. Наряду с идентификацией микроор-
ганизмов стало доступным и выполнение количественные определения ми-
кробиоценозов, генотипирование. Особенно актуальны данные в диагности-
ке различных вариантов пародонтита.

Результаты исследования
В областной больнице им. Н.Н. Бурденко клинико-диагностическая ла-

боратория начала выполнять исследования пациентов с хронический паро-
донтит и гингивит. Инфекционно-воспалительные заболевания пародонта 
– одна из основных причин нарушения потери зубов у детей и взрослых. 
Из-за многообразия микроорганизмов, способных вызывать деструктивные 
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заболевания, в первую очередь следует выделить те, этиологическая роль 
которых является доказанной. 

Обследовано 10 женщин (45,4%) и 12 мужчин (54,5%).  Всего проведено 
154 пробы, из них 29 положительных (18,83%).

Возбудители в контрольной группе пациентов и группах сравнения 
с патологией пародонта были изучены в слюне. Результаты оценки при-
сутствия в слюне Aggregatibacter actinomycetem comitans, Porphyromonas 
gingivalis, Porphyromonas endodontalis, Treponema denticola, Tanerella 
forsythia, Prevotella intermedia, Fusobacterium nucleatum относительно груп-
пы контроля отражены в таблице 1. Как видно из таблицы Aggregatibacter 
actinomycetem comitans определяется в слюне у пациентов с гингивитом 
(Р1-2=0,003436), по сравнению с  группой контроля и пародонтитом (Р1-

3=0,922085). Porphyromonas endodontalis определяется в слюне у пациентов с 
гингивитом (Р1-2=0,001058), по сравнению с  группой контроля и пародонти-
том (Р1-3=0,422679). Prevotella intermedia определяется в слюне у пациентов 
с гингивитом (Р1-2=0,030722), по сравнению с  группой контроля и пародон-
титом (Р1-3=0). Porphyromonas gingivalis, Treponema denticola, Fusobacterium 
nucleatum в группаз с гингивитом и пародонтитом в соотношении с группой 
контроля определились незначительно.

Таблица 1.
Tanerella forsythia в слюне не определилась

Возбудители Контрольная 
группа

Группы сравнения Уровень 
достоверности (р)гингивит пародонтит

Число 
обследуемых

(n-7) (n-7) (n-8)

Aggregatibacter 
actinomycetem 
comitans

+
0

(0-268000)

+
1820000 
(80200- 

14400000)

+ 
0

(0-0)

Р1-2=0,003436
Р1-3=0,922085

Porphyromonas 
gingivalis

+
0

(0-0)

+
0 

(0- 1770)

+
0

(0-0)

Р1-2=0,075414

Р1-3=0

Porphyromonas 
endodontalis

+
0

(0-0)

+
22600
(1300- 

1030000)

+
0

(0-0)

Р1-2=0,001058

Р1-3=0,422679
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Treponema 
denticola

+
0 

(0-0)

+
0

(0- 1080)

+
0

(0-0)

Р1-2=0,172956

Р1-3=0

Tanerella 
forsythia

-
0 

(0-0)

-
0

(0-0)

-
0

(0-0)

Р1-2=0
Р1-3=0

Prevotella 
intermedia

+
0 

(0-0)

+
9410

(0- 89400)

+
0

(0-0)

Р1-2=0,030722

Р1-3=0

Fusobacterium 
nucleatum

+
0

(0-21,1)

+
0

(0-0)

+
0

(0- 24,095)

Р1-2=0,391367

Р1-3=0,265316

Заключение 
Как следует из представленных данных, Fusobacterium nucleatum редко 

втречающаяся и трудно распознаваемая, трудно культиви руемая бактерия, 
которая лишь относительно недав но была причислена к возбудителям хро-
нического па родонтита и имеет тенденцию к дальнейшему изучению. По-
видимому, Fusobacterium nucleatum,  может быть включена в группу бакте-
рий пародонтопатогенов, отличительными чертами которых яв ляются вну-
триклеточный паразитизм и высокие инвазивные свойства.
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Одним из основных направлений деятельности здравоохранения ВОЗ 
признает создание и укрепление системы повышения безопасности пациен-
тов и улучшение качества медицинской помощи [3, 9]. О международном 
масштабе проблемы свидетельствует создание Всемирного альянса за без-
опасность пациентов (WAPS) под эгидой ВОЗ в 2004 г. для координации 
усилий специалистов разных стран. В 2005 г. в г. Москве был проведен День 
WAPS, что позволило руководителям здравоохранения РФ обратить внима-
ние на эту проблему. В настоящее время WAPS реализует программу «Чи-
стая медицинская помощь – залог безопасности помощи», направленную 
на инфекции, связанные с предоставлением медико-санитарной помощи [7, 
15]. Для решения проблемы обеспечения безопасности пациентов необхо-
дим комплексный подход, включающий оценку всех параметров оказания 
медицинской помощи: первичной, специализированной, в том числе высо-
котехнологичной. Особое внимание должно быть уделено безопасности ге-
мотрансфузий [3–5, 10].

Важнейшим критерием качества оказания медицинской помощи является 
инфекционная безопасность лечебно-диагностического процесса. Перечень 
инфекционных заболеваний, сопровождающих лечебно-диагностический 
процесс, находится в состоянии динамических изменений. В настоящее вре-
мя широкое распространение получили такие инфекционные заболевания, 
как вирусные гепатиты с гемоконтактными механизмами передачи, ВИЧ-
инфекция, инфекционные заболевания, вызываемые полирезистентной го-
спитальной микрофлорой [1, 5, 8, 13]. Распространению указанных заболе-
ваний способствует ряд факторов: экспансия населения в ранее недоступные 
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районы; развитие транспортной инфраструктуры, ведущее к ускорению рас-
пространения инфекции; нарастающая агрессивность и инвазивность меди-
цинских манипуляций; отсутствие эффективных программ профилактики 
инфекций в медицинских организациях [3, 4, 17]. Стратегической задачей 
здравоохранения во всем мире является обеспечение качества медицинской 
помощи и создание безопасной больничной среды. ИСМП – важнейшая со-
ставляющая этой проблемы в силу глобального характера распространения 
негативных последствий для здоровья пациентов и экономики государства 
[1, 2, 8, 13]. По различным оценкам ИСМП поражают 5–10 % пациентов 
стационаров и занимают десятое место в ряду причин смертности населе-
ния. По данным официальной статистики, ежегодно в РФ регистрируется 
от 50 до 60 тыс. случаев внебольничных инфекций, однако по расчетным 
данным ЦНИИ эпидемиологии эта цифра в 40–50 раз выше [1, 2, 17]. Удель-
ный вес гнойно-септических инфекций в общей структуре ИСМП достига-
ет, по данным разных авторов, 85–93 %. На их долю приходится половина 
всех встречающихся осложнений хирургических вмешательств. Пациенты 
с ИСМП находятся в стационаре в 2,5 раза дольше, чем аналогичные па-
циенты без признаков инфекции. В среднем на 10 дней задерживается их 
выписка. Риск летального исхода у этих пациентов в 7 раз выше по сравне-
нию с подобными по возрасту, полу, основной и сопутствующей патологии 
и тяжести больными [1, 3, 8, 9]. В современной клинике внебольничные ин-
фекции ухудшают прогноз течения заболевания, увеличивают длительность 
госпитализации и стоимость лечения, снижают эффективность антибактери-
альной терапии, способствуют распространению в стационаре резистентных 
штаммов микроорганизмов [5, 17]. Несмотря на то, что стоимость лечения 
варьирует в разных медицинских организациях и существенно отличается в 
многолетней динамике, в среднем при присоединении ИСМП она в три раза 
выше, чем у неинфицированных пациентов. Несомненно, инфекционные ос-
ложнения существенно снижают качество жизни пациента и вызывают раз-
витие стрессорных реакций. Кроме того, эти инфекции приводят к потере 
репутации медицинских организаций, что трудно оценить в финансовом вы-
ражении [2, 8, 13]. Подобная многоаспектность проблемы, актуальность ее 
медицинских организаций любого типа и уровня требует разработки и вне-
дрения стандартных, унифицированных мер антиинфекционной защиты ме-
дицинских технологий, разработки программ инфекционной безопасности 
лечебно-диагностического процесса [2]. Интенсивное развитие высокотех-
нологичных, инвазивных методов диагностики и лечения в сочетании с ши-
роким распространением микроорганизмов с множественной лекарственной 
устойчивостью определяет необходимость непрерывного совершенство-
вания систем мониторинга этой группы инфекций [3–5]. Модернизация и 
инновационные процессы в здравоохранении, направленные на улучшение 
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общественного здоровья населения на основе рационального распределения 
ресурсов, диктуют необходимость интеграции системы контроля за ИСМП в 
систему управления качеством в медицинской организации [3].

Медицинские организации представляют собой идеальное место для пе-
редачи инфекционных заболеваний. Это связано прежде всего с тем, что ин-
вазивные медицинские манипуляции сопряжены с риском внесения микро-
организмов в организм человека и могут служить причиной возникновения 
инфекции; медицинские услуги предоставляются большому числу пациен-
тов в условиях ограниченного физического пространства и в течение не-
продолжительного времени; в силу своих профессиональных обязанностей 
медицинские работники и персонал медицинских организаций находятся в 
ежедневном контакте с потенциально инфицированными материалами; и, 
наконец, с тем, что многие из пациентов, обращающихся за медицинской 
помощью, имеют тяжелую соматическую патологию и, в связи с этим, в 
большей степени подвержены риску инфицирования или являются источ-
ником инфекции [5, 17]. Осуществление мер по обеспечению инфекционной 
безопасности лечебно-диагностического процесса должно являться предме-
том постоянного контроля со стороны медицинских работников всех уров-
ней при оказании медицинской помощи. Несмотря на то что достоверные 
данные о заболеваемости ИСМП в РФ ограничены, серьезность и неотлож-
ность проблемы не вызывают сомнения. В настоящее время, когда в РФ идут 
интенсивные процессы модернизации здравоохранения, повышение уровня 
инфекционной безопасности лечебно-диагностического процесса является 
одновременно как задачей модернизации, так и эффективным методом обе-
спечения качества оказания медицинской помощи [10]. К факторам, способ-
ствующим росту значимости инфекционной безопасности лечебно-диагно-
стического процесса, относятся: 

– постоянно расширяющийся перечень агрессивных, технологически 
сложных диагностических и лечебных процедур значительно повышает 
роль возникновения ИСМП; эффективная профилактика ИСМП необходи-
ма для того, чтобы осложнения от медицинских вмешательств не свели к 
минимуму пользу медицинских вмешательств; 

– основной задачей модернизации здравоохранения в РФ является по-
вышение уровня качества медицинской помощи при одновременном сокра-
щении неоправданных расходов; доказано, что эффективно организованная 
программа инфекционного контроля является одним из самых экономически 
эффективных путей снижения заболеваемости и летальности в больницах; 

– децентрализация системы здравоохранения привела к большей адми-
нистративной и финансовой автономности медицинских организаций; со-
кращение сроков госпитализации, экономия ресурсов, контроль расходов на 
антибактериальную терапию и другие вопросы, к которым инфекционная 
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безопасность имеет непосредственное отношение, представляет проблему 
для руководителей здравоохранения;

– внедрение медицинского страхования и систем аккредитации медицин-
ских организаций предполагает контроль качества лечения и ухода за паци-
ентами со стороны страховых компаний, осуществляющих аккредитацию, 
и других официальных органов, что в свою очередь стимулирует развитие 
больничных систем инфекционной безопасности.

Эффективность инфекционной безопасности в медицинских организаци-
ях на национальном уровне зависит от координированных усилий федераль-
ных органов управления здравоохранением, медицинских учебных заведе-
ний и организаций. Поскольку каждая медицинская организация имеет раз-
личный спектр предлагаемых видов медицинской помощи и специфичность 
обслуживаемого контингента (дети, лица пожилого возраста, больные с 
онкологическими, гематологическими и другими заболеваниями), то и про-
грамма инфекционного контроля в каждой конкретной организации должна 
быть адаптирована к ее особенностям. На уровне медицинских организаций 
для эффективности программ инфекционного контроля важно сотрудни-
чество между больничными эпидемиологами, другими специалистами по 
инфекционному контролю, микробиологами, врачами-клиницистами, меди-
цинскими сестрами и администраторами [3, 5, 9, 15]. 

В РФ эта работа начала планомерно проводиться начиная с 1993 г., по-
сле выхода Приказа № 220 Министерства здравоохранения и медицинской 
промышленности РФ «О мерах по развитию и совершенствованию инфек-
ционной службы в РФ». До этого работа по эпидемиологическому надзору 
за ИСМП возлагалась на врача-эпидемиолога курирующей санитарно-эпи-
демиологической службы. Появление в стационарах эпидемиологов неиз-
бежно должно было привести к повышению уровня регистрации ИСМП. 
Однако на начальных этапах работы перед эпидемиологами возникло много 
проблем: недостаточно развитая микробиологическая база, отсутствие ква-
лифицированных помощников (как правило, в стационаре выделена одна 
штатная должность эпидемиолога), большое количество санитарно-гигие-
нических проблем, требующих незамедлительного решения.

В результате активного сбора информации о наличии гнойно-септиче-
ских инфекций и анализ этой заболеваемости выявился значительный рост 
нозокомиальных инфекций, что позволило определять условно-норматив-
ные показатели заболеваемости внебольничными инфекциями для каждого 
конкретного стационара, разрабатывать план противоэпидемических меро-
приятий, 

прогнозировать возникновение спорадических случаев ИСМП, предот-
вращать вспышечную заболеваемость нозокомиальными инфекциями. От-
работаны схемы взаимодействия врачей госпитальных эпидемиологов с 
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врачами клинических отделений, специалистами бактериологических ла-
бораторий, клиническими фармакологами, что позволило разработать про-
граммы профилактики ИСМП в крупных многопрофильных стационарах, 
учреждениях родовспоможения.

Важным этапом работы по профилактике ИСМП в РФ явились введе-
ние санитарных правил СП 3.1.2485-09 «Профилактика внутрибольничных 
инфекций в стационарах (отделениях) хирургического профиля лечебных 
организаций», СанПиН 2.1.3.2524-09 «Санитарно-гигиенические требова-
ния к стоматологическим медицинским организациям», и, наконец, СанПиН 
2.1.3.2630-10 «Санитарно-эпидемиологические требования к организациям, 
осуществляющим медицинскую деятельность», в которых при всей неодно-
значности и противоречивости определены важнейшие звенья инфекцион-
ной безопасности лечебно-диагностического процесса, включающие в себя 
санитарно-гигиенические требования размещения пациентов и организации 
лечебно-диагностического процесса, систему эпидемиологического надзора 
и организации контроля заболеваемости ИСМП, а также основные механиз-
мы профилактики этой группы заболеваний.

С 01.01.2021 действуют новые санитарные правила СП 2.1.3678-20 "Са-
нитарно-эпидемиологические требования к эксплуатации помещений, зда-
ний, сооружений, оборудования и транспорта, а также условиям деятельно-
сти хозяйствующих субъектов, осуществляющих продажу товаров, выпол-
нение работ или оказание услуг".

В то время как основной задачей является снижение риска всех разновид-
ностей инфекции, особое внимание в условиях медицинской организации 
должно быть обращено на профилактику трудноизлечимых инфекционных 
заболеваний, примерами которых служат ВИЧ и вирусные гепатиты [3, 7, 8, 
10, 13].

Проводимые мероприятия по профилактике ИСМП являются важными в 
отношении: – профилактики инфекций после проведения процедур и меди-
цинских манипуляций, в том числе для предотвращения инфицирования хи-
рургических ран и профилактики воспалительных заболеваний у различных 
групп пациентов; – обеспечения населения качественной и безопасной ме-
дицинской помощью (что, в свою очередь, может способствовать более ак-
тивному обращению населения за медицинской помощью, поскольку люди 
склонны пользоваться услугами только тех медицинских организаций, ко-
торые предоставляют высококачественные услуги); – профилактики ИСМП 
среди медицинского и немедицинского персонала медицинских организа-
ций; – предотвращения распространения инфекционных агентов, характери-
зующихся множественной лекарственной устойчивостью; – снижения рас-
ходов на медицинское обслуживание (профилактика инфекций обходится 
дешевле, чем лечение инфекционных заболеваний).
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Следует отметить, что эффективное функционирование системы инфек-
ционной безопасности лечебно-диагностического процесса требует серьез-
ных финансовых вложений для обеспечения качества проведения стерили-
зационных мероприятий в лечебной организации. Наряду с этим получили 
международное признание меры профилактики инфекций, которые опира-
ются на экономичные, практичные и простые приемы, которые в большин-
стве случаев не требуют значительных материальных затрат. Кроме того, 
даже при удовлетворительном состоянии соответствующих материально-
технических ресурсов необходимо помнить о том, что основной предпосыл-
кой успешного решения задач в области профилактики инфекций является 
эффективная работа медицинского персонала. Медицинская организация с 
ограниченными материально-техническими ресурсами, но с квалифициро-
ванным, мотивированным персоналом значительно эффективнее справится 
с задачами по практическому внедрению и соблюдению мер инфекционной 
безопасности, чем организация, которая располагает самым современным 
и дорогим оборудованием, удовлетворительным материально-техническим 
обеспечением, но имеет при этом неподготовленный и немотивированный 
персонал [11, 12]. Кроме того, в процессе сертификации медицинской орга-
низации экспертами на основании действующего законодательства и нор-
мативных актов должна проводиться оценка инфекционной безопасности 
лечебно-диагностического процесса и санитарно-гигиенических условий. 
Основными оценочными параметрами являются [14, 16]: – заболеваемость 
ИСМП; – стандартизация выполнения инвазивных манипуляций; – санитар-
но-гигиенические условия размещения пациентов; – разработанные техно-
логии защиты медицинского персонала от инфицирования и вредного воз-
действия факторов госпитальной среды; – системы сбора, временного хране-
ния и удаления отходов в медицинской организации.

Важнейшими направлениями в управлении ситуацией контроля инфек-
ционной безопасности лечебно-диагностического процесса, по мнению 

ведущих специалистов, занимающихся профилактикой ИСМП, являют-
ся: – организация и обеспечение информационных потоков о наличии ин-
фекционных осложнений, предвестниках эпидемиологического неблагопо-
лучия; – оперативный эпидемиологический анализ заболеваемости ИСМП; 
– эпидемиологическая оценка медицинских технологий и минимизация ри-
ска инфицирования; – организация системы мер, направленных на снижение 
агрессивности лечебно-диагностического процесса; – обеспечение высокого 
уровня противоинфекционной защиты медицинских технологий; – монито-
ринг основных возбудителей ИСМП и контроль резистентности к антибак-
териальным и дезинфицирующим средствам; – рациональная стратегия и 
тактика применения антимикробных средств; – внедрение принципа «инди-
видуальной изоляции» при выполнении медицинских технологий с высоким 
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риском инфицирования; – разработка и внедрение стандартов выполнения 
лечебно-диагностических манипуляций; – экономический анализ и опти-
мизация финансовых затрат на обеспечение инфекционной безопасности; – 
разработка и внедрение долгосрочных программ профилактики ИСМП как в 
каждом конкретном стационаре, так и на региональном уровне.

Реализация этих направлений позволяет эффективно контролировать ин-
фекционную безопасность лечебно-диагностического процесса в стациона-
рах различного профиля, значительно снизить заболеваемость и экономиче-
ские потери от последствий ИСМП [6, 16].

Заключение
Обеспечение инфекционной безопасности – это дело каждого медицин-

ского работника. Таким же образом, как любой работник медицинской ор-
ганизации может подвергаться риску инфицирования, так и соблюдение мер 
профилактики ИСМП зависит от личного вклада каждого работника. Все 
работники лечебно-профилактических учреждений могут и должны соблю-
дать правила профилактики ИСМП в процессе выполнения своих служеб-
ных обязанностей. Для максимальной эффективности мер профилактики 
ИСМП каждый работник медицинской организации учреждения обязан лич-
но способствовать выполнению конкретных мероприятий в этой области.
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Аннотация. Заболевания пародонта сегодня не уступают по 
распространенности заболеваниям печени, почек, костной ткани и 
представляет собой серьезную проблему для здравоохранения. Имеет значение 
очень слабая связь заболеваний пародонта с нарушениями функции внутренних 
органов и систем человека [Blaizot A. et al., 2009; Llambés F. et al., 2015].

Выявленные причины заболеваний пародонта и патофизиологические 
механизмы его развития не решают проблемы пародонтопатий, остается 
много нерешенных вопросов. Серьезной проблемой является ранняя 
диагностика воспалительных и дистрофических заболеваний. 

Единственно возможным объективным подходом к оценке нарушений 
метаболических процессов в костной ткани при пародонтозе является 
изучение минерального обмена и энергетического в комплексе, в результате 
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которого можно понять и уловить нарушения в клинических и биохимических 
процессах при патологии пародонта. 

Ключевые слова: электролиты, ферменты, пародонтоз, пародонтит, 
костная ткань, слюна, кровь

Цель работы: сравнить и изучить электролитный состав (калий, натрий, 
хлориды, кальций, фосфор) в слюне и сыворотке крови у пациентов хрони-
ческим генерализованным пародонтитом и с пародонтозом. 

Материал и методы
Под наблюдением находились 104 здоровых пациентов (мужчин и жен-

щин) в возрасте от 18 до 47 лет, проживающих в г. Пензе и в Пензенской об-
ласти. По этиологическому фактору пациенты были распределены следую-
щим образом: хронический генерализованный пародонтит вирусного генеза 
— 60 человек; пародонтит невирусного генеза - 41 пациентов, в том числе, 
вызванный фузобактериями - 21 (70 %), криптогенный - 6 (20 %), первичный 
гингивит - 3 (10 %) че ловека. В зависимости от вида патологии все пациенты 
были выделены в две сравнимые группы по возрасту и полу. В контрольную 
группу вошли пациенты с положительным индексом здоровья – упрощен-
ный индекс гигиены полости рта или Индекс Грина-Вермиллиона (0-0,6 – 
хорошая гигиена полости рта). Во вторую группу (группы сравнения) вошли 
пациенты с пародонтозом и пародонтитом (1,7-2,5 неудовлетворительная и 
плохая гигиена полости рта). Диагноз хронический генерализованный паро-
донтит пациентам исследуемых групп был поставлен на основании анамне-
стических данных и результатов физикально го, инструментального, а также 
лабораторного обследования. 

С целью объективизации результатов исследования слюну собирали из 
протоков слюнных желез, кровь для анализа из кубитальной вены натощак. 
Исследование слюны и периферической крови включало биохимические ис-
следования калия, натрия, кальция и фосфора, хлориды. Исследования про-
водились унифицированными методами на автоматическом анализаторе, ис-
пользуя наборы фирмы «DiaSys» (Германия). 

Результаты исследования
Результаты оценки натрия, калия, хлоридов, содержание кальция и фос-

фора относительно группы контроля в слюне и сыворотке крови отражены 
в таблице 1. Как видно из таблицы в слюне уровень натрия при пародонтите 
снижался на 67% (Р1-3=0,307435) и пародонтозе на 44,5% (Р1-5=0,301876), по-
лученные результаты оказались недостоверными, поэтому можно предполо-
жить, что значения натрия не изменялись относительно контрольной груп-
пы. В крови уровень натрия повысился относительно основной контрольной 
группы при пародонтите на 1,2% (P2-6=0,001748), при пародонтозе   снизился 
на 5,8% (P2-6=0,004210).
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Количество хлоридов в составе слюны снижалось при пародонтите на 
30,6% (Р1-3=0,014249), при пародонтозе на 6% (Р2-6=0,014249).   В крови у 
пациентов при пародонтите отмечено увеличение количества хлоридов на 
8,35% (Р1-3= 0,014249), при пародонтозе на 18,26 % (Р1-5=0,006993). Уровень 
калия в слюне снижался при пародонтите на 21,5 % (Р1-3=0,0896125), при па-
родонтозе на 23,7 % (Р1-5=0,888889), но изменения были недостоверными.  В 
сыворотке крови количество калия снизилось 0,2% (Р2-4=0,051989) при паро-
донтите, и повысилось у пациентов с деструктивными изменениями на 16% 
(P2-6=0,610261). Из полученных данных вытекает, что в группах сравнения 
относительно контрольной группы у пациентов с пародонтитом и пародон-
тозом идет снижение уровня калия   в слюне и увеличение в крови. 

Изменения уровня кальция в слюне направлены на увеличение: количе-
ство кальция у пациентов с пародонтитом на 5,76 % (Р1-3=0,00286), а при 
пародонтозе на 9,6% (Р1-5=0,002964). В крови в группах сравнения относи-
тельно основной контрольной группы количество кальция при пародонтите 
повышалось на 5,5 % (Р2-4= 0,051764), при пародонтозе снижалось на 3,4% 
(Р2-6=0,053808). 

Уровень фосфора в слюне повышался 33,6 % при пародонтите
(Р1-3=0,048744), при пародонтозе 25,5 % (P1-5=0,333504) относительно зна-
чений этих показателей в контрольной группе. Величина фосфора в крови в 
обеих группах сравнения изменялась: у пациентов с пародонтитом возраста-
ла на 24 % (Р2-4=0,021945), у пациентов с пародонтозом снижалась на 0,5 % 
(Р2-6 =0,022211). Отсюда в обеих группах сравнения установлены изменения 
количества кальция и фосфора  в слюне и в сыворотке крови. 

Таблица 1.
Сравнительная оценка показателей электролитного обмена в слюне и 

сыворотке крови  [Ме (Q25- Q75)] при заболеваниях пародонта

П
ок

аз
ат

ел
и

Контрольная 
группа

Группы сравнения

Уровень до-
стоверности 

(р)

пародонтит пародонтоз
Mediana [LQ-UQ] Mediana [LQ-UQ] Mediana [LQ-UQ]

Слю-
на 
1

Сыво-
ротка
крови 

2

Слюна
3

Сыворотка 
крови 

4

Слюна 
5

Сыво-
ротка 
крови 

6
Число 

обследуе-
мых

(n-18) (n-8) (n-41) (n-41) (n-30) (n-31 )

Калий
ммоль/л

23,0
(22,7-
23,50)

4,465
(4,285- 
4,715)

18,05
(17,06- 
18,5)

4,64
(4,3- 4,87)

17,55
(16,5- 
22,4)

5,4
(4,15-
5,735)

Р1-3=0,0896125
P1-5=0,888889
Р2-4=0,051989
P2-6=0,610261
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Натрий
ммоль/л

27,0
(27,0-
27,0)

136,5
(136,1- 
137,1)

9.0
(8,0- 

17,0) **

138,2
(137,8- 
139,4)

15,0
(9,0-
30,0)

128,6
(137,85-
139,4)

Р1-3=0,307435
P1-5=0,301876
Р2-4=0,001748
P2-6=0,004210

Хлор
ммоль/л

17
(12,0-
42,0)

95,8
(95,05- 
97,45)

12,0
(10,0- 
24,0)

103,8
(100-106)

(102,3- 
05,1)

16,0
(7,0-
30,0)

116,85
(104,6-
118,55)

Р1-3=0,006632
Р1-5=0,000000
Р2-4=0,000073
Р2-6=0,056781

Кальций
ммоль/л

0,52
(0,43-
1,9)

2,36
(2,29- 
2,42)

0,55
(0,53- 
3,27)

2,49
(2,265- 
2,637)

0,57
(0,46- 
2,25)

2,28
(2,27-
2,4 )

Р1-3=0,00286
Р1-5=0,002964
Р2-4=0,051764
Р2-6=0,053808

Фосфор
ммоль/л

5.79
(3,79-
8,260)

1,33
(1,24- 
1,54)

7,74
(4,87,43-

9,57)

1,65
1,56- 1,805)

5,76
(3,67- 
8,2)

1,67
(1,53-
1,55)

Р1-3=0,048744
Р1-5=0,333504
Р2-4=0,021945
Р2-6=0,022211

АЛТ, 
ЕД/л

0,65
(0,34-
0,8)

10,9
(9,9- 14,5)

12,8
(4,8- 
40,0)

16,1
(15,4-17,8)

1,45
(0,2-
42,7)

14,4
(13,6-
15,2)

Р1-3=0,048352
Р1-5=0,011415
Р2-4=0,001331
P2-6=0,542692

АСТ, 
ЕД/л

0,95
(0,0-
1,9)

21,3
19,7 - 
23,7

15,59
(4,4- 
22,4)

19
(18,6-2)

56,5
(0-

101,27

20,1
19,2-22,5

Р1-3=0,048744
Р1-5=0,093954
Р2-4=0,000096
P2-6=0,000419

Р – различия между количественными значениями изучаемых показате-
лей в слюне и сыворотке крови контрольной группе и группах сравнения;

* – различие с контролем статистически значимо (р<0,05).

Качественный и количественный состав электролитов определяет pH и 
буферную емкость слюны и крови. Смешанная слюна имеет нейтральную 
реакцию (pH 6,8—7,4), что зависит от соотношения в слюне фосфатных 
(Na2HPO4/NaH2PO4), бикарбонатных компонентов, присутствия аммоний-
ных групп (NH4+), СО2 и белка. Потенциал буферных систем слюны позво-
ляет противостоять факторам, способным изменять кислотность ротовой 
жидкости — лактату и органическим кислотам, вырабатываемым микроор-
ганизмами. Секрет околоушных желез умеренно кислый pH 5,8. По содер-
жанию натрия и калия секреты слюнных желез близки к тканевой жидкости, 
но не к сыворотке крови. Слюна перенасыщена кальцием и фосфором. Фос-
фаты находятся в свободном и связанном с белками состоянии. Фосфаты, 
находящиеся в виде остатков фосфорной кислоты (НРО4, Н2РО4), являются 
компонентами фосфатных буферных систем. 

Обмен кальция между костной тканью и межтканевой жидкостью обу-
словлен концентрационными различиями в солевом составе кости, интер-
стициальной жидкости и ионным составом плазмы крови, а также активны-
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ми метаболическими процессами, протекающими в клетках остеобластах и 
остеокластах. 

Воспалительный процесс при пародонтите сопровождается повышением 
в слюне и крови содержания кальция и фосфора, т.е. при недостаточном ко-
личестве кислорода в тканях пародонта появляется сдвиги в электролитном 
обмене, приводящими к сдвигу в кислотно-основном состоянии плазмы кро-
ви (КОС) за счет дефицита АТФ. 

Ионы кальция и фосфата в большом количестве могут накапливаться 
в митохондриях остеобластов и влиять на структуру солей в митохондри-
ях, включая образование макроэргических соединений – АТФ [Хазанов 
Р.М.,2009].  При изменении рН нарушаются внутриклеточная изоляция 
кальций - фосфатных ёмкостей, фосфор выходит из этих комплексов и из 
клетки, что установлено в наших исследованиях. Благодаря такой интенсив-
ности обмена костная ткань быстро реагирует на изменения водно-электро-
литного обмена и служит своеобразным буфером, стабилизирующим ион-
ный состав крови, т.е. рН крови.

У пациентов с патологией пародонта (хронический генерализованный 
пародонтит, пародонтоз) включающих пациентов 3-й и 5-й групп, 4-ю и 6-ю 
группы, в слюне и крови установлено повышенное содержание кальция и 
фосфора, снижение калия, хлоридов и натрия в слюне. В крови при паро-
донтите и парадонтозе выявлено повышение уровня хлоридов и снижение 
уровня натрия при пародонтозе. 

Заключение 
В слюне при пародонтите и пародонтозе повышение кальция и фосфора 

свидетельствует о компенсированном метаболическом алколозе, который 
нейтрализуется снижением уровней калия, натрия и хлоридами.  В крови 
рост количества хлоридов и незначительные колебания натрия свидетель-
ствуют о развитии субкомпенсированного метаболического ацидоза. На ос-
новании приведенных данных отечественной и мировой литературы можно 
сделать вывод, что слюну исследовали в течение многих десятилетий и мно-
гогранно и доказали, что многие количественные и качественные характе-
ристики слюны вполне могут служить биомаркерами различных как физио-
логических, так и патологических состояний пародонта. 

Выводы: патология пародонта сопровождался достоверным повышени-
ем кальция и фосфора в слюне, что может быть использовано для монито-
ринга заболевания, как диагностический маркер при пародонте, и даст воз-
можность   планировать разработку программы саливадиагностики.  Резуль-
таты проведенного исследования могут быть применены врачами-стомато-
логами при диспансеризации.
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Аннотация. Статья посвящена чрезвычайно важной и комплексной 
медико-социальной и психолого-педагогической реабилитации детей 
имеющих расстройства аутистического спектра (РАС).
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Расстройства аутистического спектра (РАС) представляют собой груп-
пу комплексных дезинтегративных нарушений психического развития, 
для которых характерна неспособность к коммуникации и социальному 
взаимодействию, а также склонность к стереотипности поведения. Все вы-
шеуказанные отклонения приводят к социальной дезадаптации [Клинико-
биологические аспекты расстройств аутистического спектра. Под ред. Н.В. 
Симашковой, Т.П. Клюшник. М.: ГЭОТАР-Медиа, 2016].

РАС – комплекс патологий, который включает несколько состояний. В 
МКБ–10 они относятся к группе «Общие расстройства психологического 
развития (F84)». [Международная классификация болезней 10 го пересмо-
тра. [International Classification of Diseases, 10th revision (In Russ).]

F84.0 Детский аутизм; 
F84.1 Атипичный аутизм; 
F84.2 Синдром Ретта;
F84.3 Другое дезинтегративное расстройство детского возраста;
F84.4Гиперактивное расстройство, сочетающееся с умственной отстало-

стью и стереотипными движениями; 
F84.5 Синдром Аспергера;
F84.8 Другие общие расстройства развития;
F84.9 Общее расстройство развития неуточненное.
На сегодняшний день существует несколько теорий развития аутизма. 

Генетическая теория базируется на том, что в геноме человека имеются 
хромосомные участки, сцепленные с РАС. В них расположены гены- кан-
дидаты, кодирующие различные нейрохимические процессы. К таким генам 
относятся гены дофаминовой и серотониновой системы, нейротрофических 
факторов и нейропептидов, а также гены, ассоциированные с иммунной си-
стемой. Сторонники генетической теории также связывают РАС с измене-
нием числа копий отдельных фрагментов хромосом [Клинико биологические 
аспекты расстройств аутистиче  ского спектра. Под ред. Н.В. Симашковой, 
Т.П. Клюшник. М.: ГЭОТАР-Медиа, 2016].

Ряд авторов объясняет возникновение расстройств отклонения-
ми в формировании мозжечка и лимбической системы на 30-й неде-
ле беременности [YurovYuB, VorsanovaSG. Molecular cytogenetic studies 
of chromosomalabnormalities and disordersinneuro psychiatric diseases: 
searchforbiological markers for diagnosis. Bulletin of the RAMS. 2001;7:26–31 
(In Russ).].

Сторонники дизнейроонтогенетической теории утверждают, что РАС 
объясняются нарушениями формирования нервной системы на ранних 
этапах развития. Доказательством служит то, что у 54 % пациентов, стра-
дающих РАС, обнаруживаются дефекты формирования головного мозга, 
которые возникли в сроке до шести недель беременности [Piven J, Gayle J, 
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Chase G, Fink В, Landa R, Wzorek MM, Folstein SE. A family history study 
of neuropsychiatric disorders in the adult siblings of autistic individuals. J Am 
Acad Child Adolesc Psychiatry. 2020]. У детей с РАС височная доля головно-
го мозга уменьшена в объеме, отмечаются изменения в строении мозжечка, 
недоразвитие червя мозжечка и ствола мозга, аномальное строение мозоли-
стого тела. Наряду с этим у детей с ранним детским аутизмом часто встреча-
ется местное расширение лобной коры [Carper RA, Courchesne E. Localized 
enlargement of the frontal cortex in early autism. Biol Psychiatry. 2005;5].

Существует мнение, что сбои в работе желудочно-кишечного тракта, та-
кие как гастрит, гастро-эзофагальная рефлюксная болезнь, неспецифический 
язвенный колит, вызывая нарушения пищеварения, метеоризм и запоры, де-
лают ребенка раздражительным, инициируют расстройства сна, и приводят 
к поведенческим отклонениям [Accardo P, Bostwick H. Zebras in the living 
room: The changing faces of autism. J Pediatrics. 1999;135(5)]. Это и лежит в 
основе неврологических симптомов РАС, потому что нарушение усвоения 
питательных веществ в тонком кишечнике или образование токсических 
соединений оказывают отрицательное воздействие на формирование мозга 
[Torrente F, Anthony A, Heuschkel RB, Thomson MA, Ashwood P, Murch SH. 
Focal-enchanced gastritis in regressive autism with features distinct from Crohn's 
and Helicobacter pylori gastritis. Am J Gastroenterology. 2004;99(4)].

Ключевые слова: аутизм, ранний детский аутизм, расстройства 
аутистического спектра, социальная работа, психосоциальная помощь, 
адаптация, коррекция, питание, глютен, казеин, реабилитация.

Введение
2 апреля отмечается всемирный день, посвященный распространению 

информации об АУТИЗМЕ. Согласно данным ВОЗ, каждый год количество 
детей с аутизмом увеличивается примерно на 13%. Это уже достаточно вы-
сокие показатели, которые невозможно игнорировать и нельзя от них от-
вернуться. Следует отметить, что количество информации о клинико-пси-
хологических проявлениях аутистических расстройств, о возможностях и 
перспективах этого весьма распространенного состояния, о коррекции и ре-
абилитации лиц, страдающих аутизмом, не всегда имеются в нужном объеме 
и качестве для лиц, заинтересованных в решении этих проблем. Общество 
в целом также не в полной мере осведомлено об аутизме и его особенно-
стях, считая эти расстройства проявлениями поведенческих отклонений, а 
так же дефектами родительского воспитания. Здоровые люди общаются с 
детьми аутистами крайне неохотно, опасаясь и не понимая , как правильно 
себя вести с ними, как установить продуктивный контакт и наладить взаи-
модействие [https://strategy2050.kz/ru/news/autizm-udeteykakayapomoshchoka
zyvaetsyakazakhstane/https://baigenews.kz/news/statistika_po_zabolevaemosti_
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autizmom_v_kazahstane_raznaya__ekspert/].
Дети с расстройствами аутистического спектра испытывают сложности 

преимущественно в трех областях, которые называют "триадой наруше-
ний при аутизме". А именно это 1.нарушения социальных коммуникаций; 
2.ограниченность социального взаимодействия; 3. трудности с социальным 
воображением.

Симптомы аутистических расстройств сохраняются на протяжении всей 
жизни человека, но благодаря своевременной диагностике и ранней коррек-
ционной помощи можно добиться достаточно успешной адаптации ребенка 
к жизни в обществе, научить его справляться с собственными страхами, кон-
тролировать эмоции. В случаях, когда диагноз был поставлен до полутора 
лет и своевременно проведены комплексные коррекционные мероприятия, 
то к началу школьного обучения можно достичь неплохих результатов.

Расстройства аутистического спектра представляют собой разнообраз-
ные нарушения психического развития, которые вызывают сложности в со-
циальной адаптации.

На сегодняшний день выделяют несколько видов РАС:
Ранний детский аутизм (синдром Каннера);
Синдром Аспергера;
Синдром Ретта;
Атипичный аутизм.
Для всех этих заболеваний характерны различные симптомы. Например, 

при синдроме Каннера дети имеют интеллектуальное развитие на том же 
уровне, что и дети с умственной отсталостью, а при синдроме Аспергера 
интеллектуальные способности сохраняются, но отмечается невозможность 
взаимодействовать с людьми на уровне эмоций. [1,2,3]. По этой причине 
нельзя говорить о методиках реабилитации при РАС в целом: в зависимости 
от поставленного диагноза, характера и степени выраженности нарушений 
необходимо подбирать индивидуальную программу, учитывающую все осо-
бенности конкретного заболевания

Главными задачами реабилитации детей с ранним детским аутизмом яв-
ляются:

- развить навыки самообслуживания;
- раскрыть потенциал ребенка;
- научить взаимодействовать с окружающим миром.
 Рекомендуется план реабилитации разрабатывать комплексно, а коррек-

тировать и дополнять в зависимости от наличия и степени прогресса в со-
стоянии ребенка уже после проведенной терапии. Это позволяет добиться 
максимальной эффективности при прохождении курса. Необходимо исполь-
зовать междисциплинарный подход к проблеме ребенка, принимая во вни-
мание не только проявления заболевания, но и особенности каждого ребенка 
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как личности. Реабилитацию проводят сразу по нескольким направлениям: 
логопедическому, психотерапевтическому, а также по лечебной физкульту-
ре. Все мероприятия направлены на то, чтобы ребенок мог раскрыть свой 
потенциал, получить хотя бы минимальные навыки самообслуживания, 
приобрести возможность взаимодействовать с окружающим миром. Психо-
терапевтические методики используют для регуляции поведения, развития 
памяти и внимания, вовлечения ребенка в различные виды индивидуальной 
и совместной деятельности. [5]. Цель логопедической коррекции – запуск 
речи (при ее отсутствии), расширение словарного запаса, развитие способ-
ностей к работе с текстом и речью. Речь тесно связана с движением, поэтому 
двигательная реабилитация, включающая массаж, ЛФК, гимнастику и дру-
гие занятия, очень важна и является неотъемлемой частью курса.

Реабилитация детей с РАС включает работу не только с самим ребенком, 
но и с его родителями. Консультацию родителей у психотерапевта можно 
проводить как индивидуальную, так и семейную, которая позволит лучше 
понимать и принимать своего ребенка и выработать стратегию поведения 
с ним с учетом его особенности, а также поможет создать благоприятную 
и доброжелательную атмосферу в семье, даст уверенность в своих силах и 
поможет обрести душевное равновесие. [6, 7]. 

Своевременная и правильно организованная реабилитация детей с рас-
стройствами аутистического спектра позволяет достичь хороших результа-
тов в социальной адаптации. Впоследствии дети с РАС проходящие реаби-
литацию вполне хорошо адаптируются в семье, могут обучаться в обычных 
общеобразовательных учреждениях, взаимодействовать с окружающими. 
[8,9]. Напротив же дети не проходящие реабилитацию, не имеют навыков 
социальной адаптации, адаптируются частично и нуждаются в постоянной 
помощи и опеке.

Цель работы
Обоснование необходимости реабилитационно-восстановительных мер 

детям с расстройствами аутистического спектра.
Материалы и методы
Для описание данной статьи был проведен анализ научной литературы 

по данной проблеме, находящейся в открытом доступе.
Результаты и их обсуждение
Проблема реабилитации детей с расстройством аутистического спектра 

во всем мире становится ак туальной. Это связано с увеличением ко личества 
таких детей в общеобразова тельных и специальных учреждениях образова-
ния, накоплением опыта дифференциальной диагностики и коррекци онной 
работы. Возникает необходимость создания условий для адекватного физи-
ческого, умственного, духовного и соци ального развития таких детей, их 
реаби литации и интеграции в общество. Впервые аутизм как самостоятель-
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ное расстройство был описан в середине ХХ в. американским психиатром 
Лео Каннером (Kanner, 1942). Через год в 1944 г. Ганс Ас пергер (Asperger, 
1944) опубликовал первое описание синдрома «аутистическая психо патия», 
позже названного в его честь. Пер вый, наиболее полный подход к определе-
нию детского аутизма в советской науке был предложен Самуилом Мну-
хиным, ко торый выдвинул концепцию органическо го генеза аутизма (Мну-
хин, 1967). Еще 20 лет назад считалось, что на 10 тысяч детского населения 
приходит ся от 5 до 26 случаев аутизма. Сегодня по всему миру наблюда-
ется стремитель ный рост числа детей с РАС – увеличение происходит на 
от 10% до 17% каж дый год (в 1990 году был диагностирован 1 из 1600 де-
тей, а в 2008 году уже на 150 детей приходится один случай аутизма). По 
данным New report from the Center for Disease Control and Prevention из 68 
детей один имеет расстройство аутистического спектра. 78% случаев ау-
тизма зарегистри ровано за последние пять лет. По данным международных 
организаций ситуацию осложняет неясность причин, вызываю щих данное 
нарушение развития, отсут ствие возможности оказания эффектив ной меди-
цинской помощи. 

Расстройства аутистического спектра - это сложное неврологи ческое 
расстройство, которое харак теризуется заметной гетерогенностью (Brian et 
al., 2016). Расстройства аутисти ческого спектра являются первазивным на-
рушением – аутизм захватывает все стороны жизни ребенка. Это, в первую 
очередь, трудности социального взаимо действия, которые проявляются в 
труд ностях восприятия и обработки сенсорной информации, в нарушениях 
речи и коммуникации, в наличии ограниче ний собственной активности (в 
том чи сле в стереотипных формах поведения), в узости круга интересов и 
т.д. (Лебедин ская, Никольская, 1991). Таким образом, РАС включает доста-
точно широкий спектр нарушений в развитии, приводящих к осложнению 
нормального взаимодей ствия ребенка с окружающим миром. При этом об-
щим для детей с РАС является тот факт, что все они испытывают трудности 
в трех областях. Это нарушения социальной коммуникации, ограниченность 
социального взаимодействия и сложно сти с социальным воображением. 

Большинство отечественных дефектологов и психоло гов ведущую роль в 
патологии отводят на рушениям эмоциональной сферы (Ле бединский, и др., 
2003), в то время как авторитетные зарубежные исследователи отмечают, 
что в центре самой сути аутиз ма находятся коммуникация и ее наруше ния. 
Абсолютно у всех людей с РАС имеют место нарушения коммуникации, но 
сте пень и характер этих нарушений могут существенно различаться. Так, 
например, родители детей с аутизмом зачастую на чинают подозревать, что 
с ребенком что- то не так, когда видят регресс речи или задержку ее раз-
вития (Short & Schopler, 1988). Именно проблемы с коммуни кацией, т.е. с 
пониманием и развитием речи, часто становятся одной из главных причин 
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тяжелых нарушений поведения у детей с РАС (Carr et al., 1997). Как пока-
зывает ряд исследований, отсутствие по нятной, спонтанной речи в возрас-
те пяти лет считается поводом для неблагоприятного прогноза на будущее 
(Billstedt, 2007; Billstedt, Gillberg & Gillberg, 2005; Howlin, Goode, Hutton & 
Rutter, 2004; Shea & Mesibov, 2005). 

За последние два десятилетия наука и практика изрядно продвинулись 
в об ласти осознания нарушений социаль ного взаимодействия и коммуни-
кации у детей с РАС (Wetherby, 2006). Фиксация параметров социального 
взаимодействия (куда относятся, в том числе и невербаль ная коммуникация) 
и нарушений ком муникации как ключевых маркеров РАС в основных диа-
гностических справоч никах (DSM-IV и МКБ – 10) существенно облегчает 
диагностирование названного расстройства уже на ранних стадиях раз вития 
ребенка, что, в свою очередь, име ет существенное значение для последую-
щей реабилитационной работы. Так, опыт реабилитации детей с РАС в раз-
витых странах показывает, что ее эффективность напрямую зависит от на-
чала периода оказания помощи – чем раньше оказана помощь, тем меньше 
вре мени занимает период реабилитации, и тем выше ее эффективность. Со-
гласно результатам исследования, проведенно го Rogers, Vismara, Wagner и 
McCormick, раннее вмешательство дает возможность нормализации до 70 
% детей группы ри ска (Rogers et al., 2014). Семь 10–12-ме сячных младен-
цев с риском развития РАС, получили кратковременное вмешательство, а 
затем наблюдались на протя жении двух лет. Диагностические тесты, про-
веденные по достижению детьми че тырехлетнего возраста, показали, что у 
шести из семи детей не обнаружены индикаторы РАС, в отличие от выборки 
детей группы высокого риска, не учув ствовавших в программе. Большинст-
во из них получили диагноз РАС. В связи с этим, Christensen, Baio, Naarden, 
Bilder van и Charles рекомендуют понизить воз раст первой диагностики РАС 
(Christensen et al., 2012). С 2020 года дети группы ри ска должны диагности-
роваться не позднее трех лет, а реабилитация начинаться не позднее четы-
рехлетнего возраста.

На сегодняшний день в мировой пра ктике разработано множество 
эффектив ных методов реабилитации детей с РАС. Среди них методы по-
веденческой моди фикации АВА, Floortime, методики TEACCH, PECS, мето-
дики развития речи, двигатель ной коррекции, сенсорной интеграции и мно-
гие другие (Lovaas, 1987; Schopler & Reichler, 1971; Mesibov, Shea, Schopler, 
2004; Greenspan & Wieder, 1997; Howlin, 1989; Howlin et al., 2004; Howlin, 
2006; Howlin et al., 2007). Широкое признание в странах Европы и США 
получили ком плексные программы ранней реабилита ции детей с РАС. Все 
они ориентированы на достижение схожих целей – обучение детей навы-
кам взаимодействия с окружа ющим миром (Solomon et al., 2007), хотя ак-
центы в разных программах могут отли чаться. Так, в отечественных про-
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граммах реабилитации основным направлением работы является коррекция 
аффектив ной сферы, эмоциональное тонизирова ние ребенка. Содержание 
аналогичных программ, разработанных зарубежными авторами, направле-
но преимуществен но на социальное и когнитивное разви тие, формирование 
навыков вербально го и невербального общения, адаптацию к социуму и по-
вышение компетентности в двигательной активности, а также мини мизацию 
трудностей поведения. Структу рирование среды, деятельности, создание 
ситуации успеха также являются неотъем лемой частью этих программ.

Выводы
Реабилитационная работа с ребенком с РАС в условиях образовательной 

организации будет эффективной, если ее проводить комплексно группой 
специалистов по основным направлениям: коррекционная работа с ребен-
ком, развивающая работа со сверстниками, просветительская работа с педа-
гогами и поддержка родителей такого ребенка. Воспитание ребенка с РАС 
требует от родителей больших усилий и терпения, однако постепенно, с 
помощью индивидуально подобранных реабилитационных методик, обяза-
тельно появится прогресс в развитии, обучении, взаимодействии с окружа-
ющим миром. Главные составляющие успеха – уверенность в себе, в своих 
силах и желание помочь своему ребенку. .Современное представление об 
организации реабилитационного процесса базируется на точной оценке пер-
спектив восстановительного лечения, направленного на максимальную воз-
можность повышения качества жизни. 
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Статья посвящена оценки влияния уровня тревожности на 
формирование правильной осанки у детей с детским церебральным 
параличом. Результаты исследования показали, что уровень тревожности 
при использовании данных методик (функциональное биологическое 
управление, гиперэкстензионный корсет, совместные: ФБУ и корсет) 
не намного отличались между собой, во всех группах представленные 
методики давали положительный результат со стороны психологического 
состояния детей. Таким образом, психологическое состояние детей не 
влияло на исход реабилитации.

Ключевые слова: младший школьный возраст, детский церебральный 
паралич, нарушение опорно-двигательного аппарата, методика Филлипса, 
ФБУ

У детей со спастической диплегией наблюдаются психогенные реакции 
астено-невротического типа. При длительном наблюдении за этими детьми 
удается выявить у них достаточную дифференцированность эмоций. Уже 
в раннем детстве их эмоционально-волевая сфера отличается повышенной 
чувствительностью к различным внешним раздражителям (яркому свету, 
громкому звуку). Дети пугливы, эмоционально лабильны, склонны к раз-
личным страхам [1;2]. Переживание двигательного дефекта у детей с ДЦП 
развивается на основе сформировавшихся эмоциональных комплексов к 7-9 
годам и по сути, является вторичным эмоциональным нарушением, которое 
влечет за собой склонность к невротическим и психотическим реакциям. То 
есть в данном случае обнаруживается взаимовлияние эмоций и осознание 
ребенком своего дефекта. У детей со спастической диплегией агрессивность, 
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расторможенность встречаются редко, чаще наблюдаются проявления тор-
мозимого варианта органического инфантилизма. В структуре эмоций при 
этом выражен астенический радикал - повышенная тормозимость, робость, 
пугливость, лабильность настроения, трудности адаптации в условиях дет-
ских учреждений 

Материалы и методы исследования
Исследование проводили на базе «Многопрофильный реабилитационный 

центр для детей» г. Архангельска. В исследовании приняли участие 15 детей 
с ДЦП без нарушений интеллектуальной деятельности. В ходе исследования 
на формирования правильной осанки, были сформированы три группы. 

- Функциональное биологическое управление (1 группа);
- Гиперэкстензионный корсет (2 группа);
- Совместное применение ФБУ и гиперэкстензионного корсета (3 груп-

па).
С помощью методики Филлипса «Диагностика уровня школьной тревож-

ности» осуществлялась оценка восьми факторов тревожности: общая тре-
вожность в школе, переживание социального стресса, фрустрация потреб-
ности в достижении успеха, страх самовыражения, страх ситуации проверки 
знаний, страх не соответствовать ожиданиям окружающих, низкая физио-
логическая сопротивляемость стрессу, проблемы и страхи в отношениях с 
учителями, где анализируется общее внутреннее эмоциональное состояние 
школьника, во многом определяющееся наличием тех или иных тревожных 
синдромов. Диагностика проводилась индивидуально, перед началом реаби-
литации и концом реабилитации. Перед каждой методикой (функциональ-
ное биологическое управление, гиперэкстензионный корсет, совместна 

В 1 группе, таблица 1, где применялось только функциональное биоло-
гическое управление, динамика была выражена в следующих сферах: общая 
тревожность в школе уменьшилась на 14%, переживание социального стрес-
са на 9%, фрустрация потребности в достижении успеха увеличилась на 8%, 
страх самовыражения уменьшился на 19%, страх ситуации проверки знаний 
остался без изменений, страх не соответствовать ожиданиям окружающих 
уменьшился на 17%, низкая физиологическая сопротивляемость стрессу 
уменьшилась на 6%, проблемы и страхи в отношениях с учителями на 15% 
стали ниже. 
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Таблица 1.
Динамика уровня школьной тревожности (в %), до методики 

функционального биологического управления и после

№1 факторы до после
Достоверные 

различия между 
группами

1 Общая тревожность в школе 23 + 2,9 20 + 2,4 1-2

2 Переживание социального стресса 34 + 4,9 31 + 3,9 1-2

3 Фрустрация потребности в 
достижении успеха

24 + 4,2 26 + 2,5 1-2

4 Страх самовыражения 43 + 5,5 35 + 3,7 1-2*

5 Страх ситуации проверки знаний 41 + 5,5 41 + 3,7 1-2

6 страх не соответствовать 
ожиданиям окружающих

60 + 6,5 50 + 6,5 1-2*

7 Низкая физиологическая 
сопротивляемость стрессу

 36 + 8,7 34 + 6,5 1-2

8 Проблемы и страхи в отношениях 
с учителями

56 + 6,7 48 + 5,4 1-2

Во 2 группе с применением гиперэкстензионного корсета, получились 
небольшие изменении уровня школьной тревожности, где динамика вы-
ражена в следующих сферах: общая тревожность в школе уменьшилась на 
13%, переживание социального стресса на 9%, фрустрация потребности в 
достижении успеха увеличилась на 7%, страх самовыражения уменьшился 
на 2%, страх ситуации проверки знаний уменьшился на 15%, страх не соот-
ветствовать ожиданиям окружающих уменьшился на 7%, низкая физиологи-
ческая сопротивляемость стрессу увеличилась на 6%, проблемы и страхи в 
отношениях с учителями остались без изменений. 
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Рисунок 1. Оценка динамики уровня школьной тревожности (в %), до 
применения гиперэкстензионного корсета и после 

В 3 группе, где были совмещены две методики: функциональное био-
логическое управление и гиперэкстензионный корсет, так же можем про-
смотреть небольшую динамику изменения уровня школьной тревожности, в 
следующих сферах: общая тревожность в школе уменьшилась на 9%, пере-
живание социального стресса на 14%, фрустрация потребности в достиже-
нии успеха увеличилась на 4%, страх самовыражения уменьшился на 12%, 
страх ситуации проверки знаний уменьшился на 7%, страх не соответство-
вать ожиданиям окружающих уменьшился на 7%, низкая физиологическая 
сопротивляемость стрессу увеличилась на 5%, проблемы и страхи в отноше-
ниях с учителями стали на 4% меньше.

Рисунок 3. Оценка динамики уровня школьной тревожности (в %), до и 
после применения совместных методик (ФБУ и корсет)
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Таким образом, анализируя динамику по методике Филлипса «Диагно-
стика уровня школьной тревожности», начальные показатели перед про-
ведением каждой методикой (функциональное биологическое управление, 
гиперэкстензионный корсет, совместные: ФБУ и корсет) не намного отлича-
лись между собой, во всех группах представленные методики давали поло-
жительный результат со стороны психологического состояния детей. Таким 
образом, психологическое состояние детей не влияло на исход реабилита-
ции.
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Аннотация. Испытание противоэймериозной активности нового 
поликомпозиционного средства для дезинвазии Кенококс по сравнению с 
известным средством фенол против спорулированных ооцист эймерий 
индеек проводили в два этапа: первый этап в условиях лаборатории – 
использовали 2; 4 и 6%-ные концентрации Кенококса и фенол 4%-ный 
(базовый препарат). Второй этап – биопроба с исскуственным заражением 
индюшат проводили в условиях птицефабрики.

По результатам проведенных исследований интенсэффективность 
Кенококса в 2%-ной концентрации составила 92,96%. В концентрациях 4 
и 6% Кенококс против спорулированных ооцист Eimeria spp. показал 100%-
ную эффективность, а базовый препарат фенол 4%-ный обеспечил 74,98%-
ную эффективность. Производственное испытание Кенококса в 4%-ной 
концентрации проводили в условиях индейководческого хозяйства.

Ключевые слова: ооцисты Eimeria spp., средство дезинвазии Кенококс, 
фенол, лабораторное испытание, биопроба на индюшатах.

Введение
Индейководство — важный источник увеличения производства высоко-

качественного птичьего мяса. Многолетний опыт работы показывает, что 
разведение индеек в хозяйствах промышленного типа позволяет резко под-
нять эффективность производства. При интенсивном выращивании молод-
няка, многократном комплектовании родительского стада от одной средне-
годовой индейки можно получить до 200 яиц и более 600 кг мяса при от-
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корме потомства. Индейка — одна из самых крупных сельскохозяйственных 
птиц. Масса взрослых самцов достигает 20-30 кг, самок — 7-10 кг.

Промышленные способы содержания и селекционные приемы привели к 
существенным анатомо-физиологическим изменениям индеек. В частности, 
увеличилась масса тела, значительно развились грудные мышцы, измени-
лись пропорции. Мясо индейки содержит все необходимые ингредиенты и 
практически может полностью удовлетворить потребности человека в жи-
вотном белке. Учитывая высокое содержание белка и низкое жира, мясо ин-
дейки может быть использовано для производства диетических продуктов. 
Мясо индеек - отличное сырье для глубокой переработки и приготовления 
разнообразных, готовых к употреблению диетических продуктов, рекомен-
дованных при гипертонической болезни, атеросклерозе, заболеваниях желу-
дочно-кишечного тракта. 

В настоящее время, в условиях промышленного птицеводства, когда на 
ограниченной территории содержится большое количество птицы, суще-
ствует большой риск возникновения паразитарных заболеваний - эймериоза, 
криптоспоридиоза, гистомоноза и других.

Лечебно-профилактические мероприятия, которые применяются на дан-
ный момент в индейководческих хозяйствах промышленного типа, не всегда 
обеспечивают должный результат, поэтому паразитозы продолжают беспо-
коить их и приносят им весомый экономический ущерб.

Материалы и методы
Практика работы многих птицефабрик страны показывает, что при на-

польной технологии содержания как индюшат, так и цыплят-бройлеров для 
контроля эймериозов, в своем большинстве, проводят мероприятия против 
эндогенных стадий развития эймерий путем назначения кокцидиостатиков. 
Учитывая большой биологический потенциал эймерий, который проявляет-
ся у зараженного молодняка птиц при различных нарушениях санитарных 
норм, в случае резистентности к используемым препаратам и когда борьба с 
эймериями организована только с учетом эндогенных стадий развития воз-
будителя, проводимые в птицеводческих хозяйствах противоэймериозные 
мероприятия не обеспечивают желаемых результатов. Из всего отмеченного 
вытекает необходимость проведения комплекных мероприятий против экзо-
генных и эндогенных стадий эймерий.

Испытание противоэймериозной активности нового поликомпозицион-
ного средства для дезинвазии Кенококс по сравнению с известным сред-
ством фенол против спорулированных ооцист эймерий птиц проводили в 
два этапа: первый этап в условиях лаборатории – применяли разные концен-
трации Кенококса и 4%-ую концентрацию фенола (базовый). Второй этап 
– биопроба с искусственным заражением индюшат проводили в условиях 
одной из птицефабрик.
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Необходимость проведение данной работы была вызвана отсутствием 
четких рекомендаций по использованию Кенококса в индейководстве. Хотя 
наши работы за предыдущие годы показали его высокую эффективность 
против ооцист Eimeria spp. бройлеров и ремонтного молодняка кур яичных 
пород [13]. Кенококс в своем составе в качестве действующих веществ со-
держит: N – (3-аминопропил) – N – додецилпропан – 1.3 диамин, алкилдиме-
тилбензил аммониум хлорид, изопропанол, этоксилированный спирт. Кроме 
того, в своем составе Кенококс содержит поверхностно-активные вещества 
и имеет пенную формулу, что способствует лучшему очищению обрабаты-
ваемой поверхностности.

В ходе выполнения первого этапа работы были приготовлены рабочие 
растворы с разными концентрациями кенококса – 2; 4 и 6%-ные, с 4%-ной 
концентрацией фенола, SWH буфер.

Для проведения лизис-теста все приготовленные растворы дезинфектан-
тов и SWH буфер (контроль) по отдельности помещали по 50 мл в 250 мл 
колбы и добавляли по 50 мл раствора с ооцистами Eimeria spp. в концентра-
ции 2000 ооцист/мл. Затем эти колбы ставили на вибростолик со скоростью 
вращения 100 об/мин на 2 часа. По истечении времени содержимое из колбы 
выливали в пластиковую бутылку с завинчивающейся крышкой объемом 
1500 мл. Колбу с остатком раствора несколько раз ополаскивали буфером, 
сливали в пластиковую бутылку и объем доводили буфером до 1500 мл. Для 
лучшего смешивания бутылку переворачивали три раза и оставляли при 
комнатной температуре (22±2°С) в течение 24 часов. После этого раствор 
сливали (отсасывали) до отметки 30 мл, осадок переливали в новую емкость 
объемом 100 мл, пластиковую бутылку ополаскивали несколько раз с ис-
пользованием буфера SWH, доведя объем до 50 мл и в дальнейшем данный 
материал использовали для заражения индюшат.

На втором этапе эксперимента проводили заражение индюшат суспен-
зией ооцист эймерий в условиях выбранной птицефабрики на 60 индюша-
тах 21 дневного возраста. Опытных индюшат индивидуально взвешивали, 
пронумеровали, по принципу аналогов разделили на 6 групп по 10 голов 
в каждой, содержали в клетках изолированно и подвергали клиническому 
обследованию.

Все использованные в опыте индюшата в начале испытания были сво-
бодны от ооцист эймерий, их корма не содержали кокцидиостатики. Для 
контроля концентрации ооцист (2000 ооцист/мл) в работе использовали ка-
меру Мак Мастера и микроскоп, а для разбавления – буфер с таким расче-
том, чтобы было возможно задавать 2 мл суспензии каждой птице с общим 
количеством ооцист 4000 экз./гол.

Индюшатам 1, 2 и 3 групп задавали по 2 мл суспензии ооцист эймерий, 
обработанной 2-; 4- и 6%-ми растворами комплексного средства Кенококс 
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орально при помощи микропипетки, постепенно. Индюшатам 4 группы по 
2 мл суспензии ооцист эймерий, обработанной 4%-ным раствором фенола. 
Индюшатам 5-й группы назначали внутрь 2 мл суспензию ооцист в дозе 
2000/мл в разведении с буфером, они служили зараженным контролем. Ин-
дюшата 6-й группы – по 2 мл буферного раствора, они служили незаражен-
ным контролем.

Индюшата всех шести групп за время опыта находились в аналогичных 
условиях содержания и имели одинаковый рацион. В течение всего периода 
опыта за индюшатами вели ежедневные клинические наблюдения за общим 
состоянием, поведением, приемом корма и воды, видимыми физиологиче-
скими изменениям.

Для определения ооцист в фекалиях индюшат от каждой группы соби-
рали с 6 по 12 сутки ежедневно после дачи инвазионного материала весь 
помет, взвешивали, добавляли воду до 2000 г, смешивали сместителем в те-
чение 5 минут. Пробы для дальнейших исследований отбирали из каждой 
группы в количестве 25 г, консервировали 4%-ным раствором бихромата 
калия, доводили до однородной массы и хранили при +4°С в холодильнике.

Эффективность дезинвазии средства Кенококс оценивали по сравнению 
с базовым препаратом фенолом, исходя из процента снижения выделения 
ооцист.

Результаты исследований 
В опыте по испытанию кенококса и фенола против спорулированных 

ооцист Eimeria spp. общее состояние опытных индюшат после назначения 
суспензии ооцист эймерий, обработанной разными концентрациями кено-
кокса, рекомендованной дозой фенола, а также чистой культурой ооцист эй-
мерий, показали наличие определенного угнетенного состояния; они были 
малоактивны, не подходили к корму и стояли в клетках, опустив голову, а 
некоторые лежали. Каких-либо осложнений при назначении суспензии с оо-
цистами эймерий и после нее не отмечено. Со второй половины второго дня 
после начала опыта по данным общеклинических наблюдений индюшата, 
получившие суспензию ооцист эймерий, обработанную разными препара-
тами и их концентрациями, чистой культуры ооцист и контрольные, не от-
личались друг от друга.

При исследовании опытных индюшат первой группы, которым задавали 
суспензию ооцист, обработанную 2%-ной концентрацией кенококса, ооцист 
эймерий в фекалиях находили через два, три и пять суток, средний показа-
тель в одной камере за период исследований 2,71. В 1 г фекалий индюшат 
первой группы обнаружили 542 экз. ооцист, что в проценте от контроля – 
7,04. Интенсэффективность кенококса в 2%-ной концентрации или процент 
снижения числа ооцист после воздействия на них препаратом составила:
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ИЭ = 7700−5427700 х100 = 92,96% 

 У индюшат второй и третьей групп, которым назначали суспензию оо-
цист, обработанную 4 и 6%-ной концентрациями кенококса, при исследо-
вании проб фекалий ни в одном случае ооцист не находили, что свидетель-
ствует о 100%-ной эффективности кенококса в отмеченных концентрациях 
против ооцист эймерий индюшат.

У индюшат четвертой группы после назначения суспензии ооцист эйме-
рий, обработанной 4%-ной концентрацией фенола (базовый препарат), оо-
цист эймерий в фекалиях находили во все сроки исследований в количестве 
от 4 до 28 в камере, средний показатель в камере за период исследований 
- 9,64. В 1 г фекалий обнаружили 1928 экз. ооцист эймерий или 25,04% от 
контроля. Интенсэффективность фенола в 4%-ной концентрации против оо-
цист эймерий индеек составила 74,96%.

Индюшата пятой группы, получавшие 2000 ооцист/мл, во все сроки ис-
следований с фекалиями выделяли ооцисты эймерий в количестве от 22 до 
55 в камере, средний показатель по камере за период исследований – 38,5. В 
1 г фекалий обнаружили 7700 экз. ооцист эймерий и данный показатель мы 
использовали как исходный при расчете интенсэффективности испытанных 
в опыте препаратов.

График 1. Контаминация ооцистами Eimeria spp. соскобов из пола 
птичников до и через 24 часа после обработки Кенококсом,%

По результатам наших исследований интенсэффективность кенококса в 
2%-ной концентрации составила 92,96%, в концентрациях 4 и 6% кенококс 
против ооцист эймерий показал 100%-ную эффективность, а базовый пре-
парат фенол 4%-ный показал 74,98%-ную эффективность.



166

Наука и инновации

Исходя из полученных результатов для борьбы с экзогенной стадией раз-
вития эймерий индюшат кенококс в 4%-ной концентрации взяли для науч-
но-производственного испытания в условиях индейководческого хозяйства.

Результаты исследований проб подстилки из птичников №1 и №2 после 
завершения предыдущего технологического цикла и сдачи молодняка на 
убой показали их обсемененность ооцистами. Так, в птичнике №1 ооцисты 
эймерий были выявлены в 7 пробах из 10, экстенсивность инвазии составила 
70%, а среднее количество ооцист/г подстилки, то есть интенсивность инва-
зии составила 11,8 тыс. в птичнике №2 ооцисты эймерий выделены в 8 про-
бах из 10, ЭИ составила 80%, при интенсивности инвазии 10,7 тыс.ооцист/г 
подстилки (График 1).

Проведенные исследования проб подстилки после убоя предыдущей 
партии индюшат на контаминацию ооцистами эймерий показали сильное 
загрязнение подстилки. Экстенсивность эймериозной инвазии колеблась 
70-80%, при ИИ – 10,7-11,8 тыс.ооцист/г подстилки. Отсюда, подстилка в 
птичниках при выращивании индюшат на полу является основным факто-
ром передачи и местом накопления ооцист эймерий, так как в ней создаются 
благоприятные для споруляции условия.

По принятой в хозяйстве технологии производства проводят уборку ста-
рой подстилки, чистку, осуществляют мойку оборудования, стен и пола с 
последующей дезинфекцией, а затем проводили дезинвазию.

Результаты исследований соскобов с пола, где имеются щели и неров-
ности после чистки, мойки и дезинфекции птичников показали наличие оо-
цист. При исследовании соскобов из птичника №1 ооцисты эймерий были 
выделены в 5 пробах из 10, экстенсивность инвазии составила 50%, а коли-
чество ооцист/г пробы равнялась 6,4 тыс. В птичнике №2 ооцисты эймерий 
были установлены в 6 пробах из 10, ЭИ составила 60%, при интенсивности 
инвазии 6,7 тыс. ооцист/г пробы.

Данные проведенных исследований соскобов с пола после чистки, мойки 
и дезинфекции показали высокую контаминацию пола птичников ооциста-
ми эймерий. ЭИ была 50-60%, ИИ – 6,4-6,7 тыс.ооцист/г пробы.

Для определения эффективности используемого для дезинвазии против 
ооцист эймерий средства кенококс через 24 часа после дезинвазии отбирали 
10 соскобов из разных участков пола птичника №1, где есть трещины, щели 
и неровности. Аналогичные 10 соскобов были взяты из пола птичника №2, 
где дезинвазию проводили как принято в хозяйствах с использованием 4%-
ного горячего раствора едкого натрия (80°).

Результаты исследований соскобов из каждого птичника показали следу-
ющее: в соскобах из птичника №1 ооцисты эймерий выделены в 3 случаях, 
ЭИ составила 30%, среднее количество ооцист/г материала составило 3,6 
тыс. Обследование соскобов из пола птичника №2 показало наличие ооцист 
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в 5 случаях, ЭИ равнялась 50%, среднее количество ооцист/г материала со-
ставило 5,8 тыс.

В обоих птичниках после дезинвазии отмеченными средствами через 
определенное время завозили новую подстилку, проводили газацию птич-
ников с последующей выдержкой, обогревали птичники и осуществили по-
садку индюшат.

Проведенные исследования соскобов из пола через 24 часа после об-
работки птичников кенококсом и едким натрием показали наличие ооцист 
эймерий в обоих птичниках, но при этом видно снижение экстенсивности и 
интенсивности эймериозной инвазии. Ооцисты эймерий полностью уничто-
жить не удалось при проведении дезинвазии с применением кенококса и тра-
диционного метода с использованием едкого натрия, что подтверждает недо-
статочность проведения борьбы только с экзогенными стадиями кокцидий.

Заключение
Противоэймериозная активность поликомпозиционного средства для 

дезинвазии Кенококс в 2%-ной концентрации в лабораторном опыте с про-
ведением лизис-теста с последующей биопробой на индюшатах составила 
92,96%. В 4 и 6%-ных концентрациях Кенокса обеспечили 100%-ную эф-
фективность. Эффективность препарата фенола 4%-ного составила 74,98%. 
При испытании в условиях производства Кенококс в 4%-ной концентрации 
показал 87,3% интенсэффективность.
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Исследованию износостойкости азотированных конструкционных ста-
лей посвящено достаточно много работ. В то же время представляемые ре-
зультаты зачастую являются трудно сопоставимыми из-за сложности вос-
произведения условий обработки материалов и условий испытаний. Боле 
того исключительная сложность трибологических систем не позволяет 
переносить эти результаты на реальные условия эксплуатации деталей, Та-
ким образом, исследование износостойкости на простых образцах являются 
только первым этапом выбора структуры для конкретных условий работы. 
Далее данные по структурному анализу износостойкости азотированного 
слоя должны быть проверены с учетом масштабного фактора в эксплуата-
ционных испытаниях. Окончательное определение строения слоя или выбор 
материала решается только на натурных испытаниях деталей. 

Многочисленные экспериментальные данные по износостойкости азоти-
рованных материалов и деталей позволили авторам [1] сделать следующие 
выводы:

- азотированные стали по сравнению с необработанными поверхностями
обладают высокой износостойкостью в особенности при молекулярно-

механическом изнашивании (изнашивании при заедании, схватывании);
- не сформировалось однозначных представлений по износостойкости 

нитридных слоев на основе ε - фазы, полученных при различных методах 
азотирования;

- при абразивном изнашивании величина износа является функцией твер-
дости контртела и твердости нитридной зоны. Износостойкость γ' - фазы 
равна или несколько выше, чем у ε - нитрида. В высоколегированных сталях 
в отсутствие адгезионного взаимодействия износостойкость зоны внутрен-
него азотирования (α – твердого раствора) может быть выше, чем у слоя 
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нитридов;
- нет однозначного мнения по влиянию пористости нитридной зоны на из-

носостойкость. В условиях ограниченной смазки прослеживается тенденция 
к увеличению износостойкости с уменьшением пористости до 40 — 50 %;

- сопротивление усталостному изнашиванию при трении качения опреде-
ляется распределением твердости в зоне внутреннего азотирования (в слое 
α – твердого раствора). Роль нитридного слоя в этом случае невелика.

Термин «внутреннее азотирование» возник из анализа закономерностей 
образования и роста фаз слоя, так как предполагалось, что сначала на об-
рабатываемой поверхности формируется слой нитридов (γ, γ' или ε в зави-
симости от температуры и концентрации азота на поверхности). Вторичным 
процессом являлось возникновение и рост диффузионной зоны за счет дис-
социации нитридов на границе раздела нитрида с основой. 

В настоящее время экспериментально доказанным фактом является пер-
вичное образование диффузионной зоны (α – твердого раствора), а затем по 
мере накопления азота на поверхности последовательное образование ни-
тридной зоны [2, 3]. Более того современные технологии азотирования по-
зволяют получать слои только на основе α – твердого раствора. Например, 
газовое каталитическое азотирование [4], газовое азотирование при содер-
жании аммиака 10 % [2] и др. То есть в этих процессах вообще не образуется 
слой нитридов, а поверхность α – твердого раствора контактирует непосред-
ственно с насыщающей средой. Таким образом, термин «внутреннее азоти-
рование» не отражает полной физики процесса, поэтому в данной работе не 
используется.  

Сравнение результатов исследования износостойкости азотированных 
сталей (после жидкостного, газового и ионного) показало, что после ионно-
го азотирования по режиму, обеспечивающему на поверхности слоя нитри-
дов из γ' – фазы, толщиной 5 – 7 мкм, получаются наилучшие показатели [5]. 
Следует отметить, что в данном случае эти показатели придаются за счет 
развитой зоны α – твердого раствора, и особенно они проявляются в услови-
ях трения с ограниченной смазкой или без смазывающего материала.

В данной работе проведено исследование износостойкости азотирован-
ных слоев, полученных различными технологиями на стали 40Х в том числе 
слоев на основе α – твердого раствора. Испытания проводились на машине 
типа Шкоды-Савина. Контртелом служил твердосплавный диск из сплава 
марки ВК6. Влияние скорости вращения диска на объем образующейся лун-
ки (мм3) на исследованных образцах определялось при нагрузках 2, 5 и 10 
кгс и пути трения, равном 200 м.

Проводилось сравнение азотированных слоев, полученных при ионном 
азотировании из газовой среды, содержащей 90 % NH3 и 10 % C3H8, и слоев, 
полученных при газобарическом процессе в закрытых контейнерах, в кото-
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рых газовая насыщающая среда образовывалась при диссоциации карбами-
да (CO(NH2)2) (Рисунок 1). Насыщение проводили при температуре 510 оС в 
течение 4 ч.

газобарическом процессе в закрытых контейнерах, в которых газовая насыщающая среда 

образовывалась при диссоциации карбамида (CO(NH2)2) (Рисунок 1). Насыщение 

проводили при температуре 510 оС в течение 4 ч. 

                   
Рисунок 1 – Влияние скорости скольжения на износостойкость азотированных слоев: 

1 – сталь 40Х после улучшения;  

2 – азотированный слой после газобарического процесса со снятой нитридной зоной 

(только α – твердый раствор);  

3 – азотированный слой после ионного процесса;  

4 - азотированный слой после газобарического процесса с наличием слоя нитридов, 

толщиной 3 мкм. 

В результате обработки при ионном процессе слой состоял из нитридной зоны, 

толщиной 7 мкм, и α – твердого раствора. При газотермическом процессе – из нитридной 

зоны, толщиной 3 мкм, и α – твердого раствора. Твердость и толщина α – твердого раствора 

этих слоев были одинаковыми (HV0,01 = 530; y = 0,35 мм). Азотированию подвергались 

образцы стали 40Х после закалки, при охлаждении в масле с температуры 850 оС, и 

высокого отпуска при 530оС.  

Испытания по влиянию скорости скольжения на износостойкость проводились при 

нагрузке 2 кгс на пути трения 200 м. Результаты испытаний (Рисунок 1) показывают 

существенное повышения износостойкости и работоспособности азотированных слоев по 

сравнению с улучшенным состоянием стали 40Х. Присутствие нитридной зоны на 

поверхности образцов практически не влияет на износостойкость слоев до скоростей 

трения, равных 3 м/с, а с увеличением скорости скольжения вносит существенный вклад в 

сохранении уровня износостойкости (Рисунок 1, кривые 3 и 4). Этот эффект обусловлен 

препятствием слоя нитридов адгезионному взаимодействию пары трения. Снятие же слоя 
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Рисунок 1. Влияние скорости скольжения на износостойкость 
азотированных слоев: 1 – сталь 40Х после улучшения; 

2 – азотированный слой после газобарического процесса со снятой ни-
тридной зоной (только α – твердый раствор); 

3 – азотированный слой после ионного процесса; 
4 - азотированный слой после газобарического процесса с наличием слоя 

нитридов, толщиной 3 мкм.

В результате обработки при ионном процессе слой состоял из нитрид-
ной зоны, толщиной 7 мкм, и α – твердого раствора. При газотермическом 
процессе – из нитридной зоны, толщиной 3 мкм, и α – твердого раствора. 
Твердость и толщина α – твердого раствора этих слоев были одинаковыми 
(HV0,01 = 530; y = 0,35 мм). Азотированию подвергались образцы стали 40Х 
после закалки, при охлаждении в масле с температуры 850 оС, и высокого 
отпуска при 530оС. 

Испытания по влиянию скорости скольжения на износостойкость прово-
дились при нагрузке 2 кгс на пути трения 200 м. Результаты испытаний (Ри-
сунок 1) показывают существенное повышения износостойкости и работо-
способности азотированных слоев по сравнению с улучшенным состоянием 
стали 40Х. Присутствие нитридной зоны на поверхности образцов практиче-
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ски не влияет на износостойкость слоев до скоростей трения, равных 3 м/с, 
а с увеличением скорости скольжения вносит существенный вклад в сохра-
нении уровня износостойкости (Рисунок 1, кривые 3 и 4). Этот эффект об-
условлен препятствием слоя нитридов адгезионному взаимодействию пары 
трения. Снятие же слоя нитридов привело к явлениям схватывания поверх-
ностей пары трения после скоростей скольжения больших 3 м/с и резкому 
снижению износостойкости.

С увеличением нагрузки до 5 кгс заметно снижается износостойкость 
азотированных поверхностей (Рисунок 2), но она по-прежнему выше, чем у 
стали 40Х после улучшения. 

нитридов привело к явлениям схватывания поверхностей пары трения после скоростей 

скольжения больших 3 м/с и резкому снижению износостойкости. 

С увеличением нагрузки до 5 кгс заметно снижается износостойкость азотированных 

поверхностей (Рисунок 2), но она по-прежнему выше, чем у стали 40Х после улучшения.  

 

                    
Рисунок 2 – Влияние числа оборотов на износостойкость азотированных 

поверхностей стали 40Х: 1 – сталь 40Х после улучшения; 2 - азотированный слой после 

газобарического процесса с наличием слоя нитридов, толщиной 3 мкм; 3 - азотированный 

слой после ионного процесса с наличием слоя нитридов, толщиной 7 мкм. 

При этом износостойкость работоспособность слоев, полученных при газобарическом 

процессе в закрытых контейнерах, незначительно уступает слоям после распространенного 

и весьма эффективного ионного азотирования.  

Экономическая эффективность того или иного процесса складывается не только из 

преимущества износостойкости, но и временных и финансовых затрат на его проведение. 

В частности, сравнение износостойкости образцов после стандартных режимов обработки 

газового, ионного и газобарического азотирования привело к следующим результатам 

(Таблица). Испытания проводились при нагрузке 10 кгс и скорости вращении 

твердосплавного диска, равной 2000 об/мин. Путь трения составлял 200 м. 

Таблица – Сравнительная эффективность процессов азотирования на стали 40Х. 

№ Вид азотирования Время  

Обработки, ч 

Объем лунки, 

v·10-3 мм3 

1 Газовое (90 % NH3 + 10 % C3H8) 45 190 

2 Ионное (90 % NH3 + 10 % C3H8) 12 130 

3 Газобарическое в контейнерах 3 100 
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Рисунок 2. Влияние числа оборотов на износостойкость азотированных 
поверхностей стали 40Х: 1 – сталь 40Х после улучшения; 2 - 

азотированный слой после газобарического процесса с наличием слоя 
нитридов, толщиной 3 мкм; 3 - азотированный слой после ионного 

процесса с наличием слоя нитридов, толщиной 7 мкм.

При этом износостойкость работоспособность слоев, полученных при 
газобарическом процессе в закрытых контейнерах, незначительно уступает 
слоям после распространенного и весьма эффективного ионного азотирова-
ния. 

Экономическая эффективность того или иного процесса складывается не 
только из преимущества износостойкости, но и временных и финансовых 
затрат на его проведение. В частности, сравнение износостойкости образцов 
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после стандартных режимов обработки газового, ионного и газобарического 
азотирования привело к следующим результатам (Таблица). Испытания про-
водились при нагрузке 10 кгс и скорости вращении твердосплавного диска, 
равной 2000 об/мин. Путь трения составлял 200 м.

Таблица.
Сравнительная эффективность процессов азотирования на стали 40Х

№ Вид азотирования Время 
Обработки, ч

Объем лунки,
v·10-3 мм3

1 Газовое (90 % NH3 + 10 % C3H8) 45 190

2 Ионное (90 % NH3 + 10 % C3H8) 12 130

3 Газобарическое в контейнерах
(CO(NH2)2)

3 100

4 Сталь 40Х (после улучшения) - 1050

Полученные результаты показали эффективность газобарического азо-
тирования в рассматриваемых условиях испытаний, которое обеспечивает 
формирование слоев на основе α – твердого раствора. При повышенных на-
грузках износостойкость этих слоев оказывается выше, чем слоев с наличи-
ем всех зон. Это обусловлено тем, что слои представляют собой структурно 
однородную часть с достаточным количеством дисперсных нитридов в объ-
еме зерна и без их выделения по границам зерен. Следовательно, для обе-
спечения максимальной износостойкости азотированных слоев необходимо 
благоприятное сочетание твердости и запаса пластичности.

Заключение
Проведенное исследование показало, что азотированные слои на основе 

α – твердого раствора с небольшим слоем нитридов или без них во мно-
гих случаях являются более эффективными по сравнению со слоями, полу-
ченными по традиционным режимам и способам. При этом разработанное 
в наших работах низкотемпературное газобарическое азотирование помимо 
образования слоев на основе α – твердого раствора обеспечивает совокуп-
ную большую экономическую эффективность за счет кратковременной об-
работки.
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Аннотация. В статье рассмотрен расчет уплотнителей  квадратного 
и прямоугольного сечения, применяемых для обеспечения уплотнения 
в неподвижных соединениях. Рассчитывалась номинальная высота 
уплотнителя в направлении обеспечения необходимого контакта и осевой 
деформации в уплотнителе, также рассчитывались допустимый наклон и 
возникающее при этом напряжение.

Ключевые слова: уплотнители  квадратного и прямоугольного сечения, 
осевая деформация, допустимое напряжение, высота уплотнителя

CALCULATION OF SEALS USED IN FIXED JOINTS
Annotation. The article considers the calculation of square and rectangular 

seals used to ensure sealing in fixed joints. The nominal height of the seal was 
calculated in the direction of providing the necessary contact and axial deformation 
in the seal, the allowable slope and the resulting tension were also calculated.

Keywords: square and rectangular seals, axial deformation, allowable tension, 
seal height

При проектировании герметизирующих уплотняющих узлов машин и 
оборудований должны тщательно учитываться условия  и форма контактной 
поверхности,  контактирующей с их уплотняющими элементами, кинемати-
ка механизма, высокое давление и т.д. Помимо положения профиля детали, 
с которой контактирует уплотнитель, в частности, температура рабочей сре-
ды и режим нагружения уплотнителя (условный) определяют работоспособ-
ность машины в целом.  

Соединения квадратного и прямоугольного сечения являются наиболее 
простыми и распространенными типами и используются в неподвижных со-
единениях. Такие уплотнители, в основном, используются в соединениях с 
осевой деформацией продольного сжатия. Из-за сложности монтажа не ре-
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комендуется использование этих уплотнителей на радиальное сжатие. Су-
ществует несколько конструктивных вариантов уплотнительных узлов (рис. 
1) [1].

Открытые конструкции уплотнителей (рис. 1,a, б) удобно использовать 
при относительно невысоких давлениях. Конструкции с полузакрытыми и 
закрытыми ячейками (типы 1, в-д) могут применяться при любых давлениях, 
допускаемых предельным значением деформационно-прочностных параме-
тров уплотнительных узлов.

Для создания необходимого контакта и уплотнения в уплотнителе необ-
ходимо обеспечить определенную осевую деформацию: 

(типы 1, в-д) могут применяться при любых давлениях, допускаемых предельным 

значением деформационно-прочностных параметров уплотнительных узлов. 

 Для создания необходимого контакта и уплотнения в уплотнителе необходимо 

обеспечить определенную осевую деформацию:  

00 /)( hhh   və ya 0/ hh                                    (1) 

где: hh ,0 -  высоты уплотнителя до и после деформации соответственно;  - 

относительная деформация сжатия;   - степень деформации. 

 Предел деформации сжатия (лимитированный) по оси с учетом продолжения 

уплотнителя  %35%15  . Для обеспечения этого предела деформации необходимо 

учитывать соотношение посадки при подготовке уплотнителя и его ячейки. Если 

уплотнитель выполнен высотой h0 и посадки e, то для обеспечения номинальной высоты 

h и ее допустимого наклона при заданной деформации следует использовать следующую 

формулу:  
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Рис. 1. Типы прямоугольных сечений уплотнителей: 

а – соединения квадратными и прямоугольными сечениями; 

б – открытое, ячеистое соединение; 

в-e – соединения полуоткрытыми и закрытыми ячейками. 

   

Учитывая формулу (1) напряжение при деформации уплотнителя определяется   

следующим образом:  
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Рисунок 1. Типы прямоугольных сечений уплотнителей:
а – соединения квадратными и прямоугольными сечениями;
б – открытое, ячеистое соединение;
в-e – соединения полуоткрытыми и закрытыми ячейками.
  
Учитывая формулу (1) напряжение при деформации уплотнителя опре-

деляется   следующим образом: 



177

Наука и инновации

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Типы прямоугольных сечений уплотнителей: 
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Рис. 2. Схема деформации уплотнителя (а) в открытой ячейке (б) 

 

Если опорные поверхности  смазываются при сжатии, это выражение себя 

оправдывает.  При сухом трении дополнительная двухосная деформация приводит к 

растяжению в направлении, перпендикулярном нагрузке, и оползневым деформациям на 

опорной поверхности. Вертикальная ось сохраняет свое положение только в состоянии 

1/ 00 hb .  В других  ситуациях  уплотнитель теряет свою устойчивость при установке [2]. 

Расчёт зависимости между напряжением и деформацией в уплотнителе сложен, для 

этого на практике сложное и напряженное состояния, условно заменяют простой 

деформацией сжатия, с учётом коэффициента формы уплотнителя. 

Коэффициент формы – это отношение опоры уплотняемой поверхности уплотнителя 

к боковой поверхности bo SS / . Коэффициент формы для кольцевых уплотнений 

прямоугольного сечения равен: 
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Тогда приведенный модуль Eприв может быть определен с учетом коэффициента 
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Из последнего выражения видно, что давление уплотнения в уплотнительном узле 

(соединение) в открытых ячейках зависит в основном от условий трения на опорных 

поверхностях. Чем выше модуль трения резины, тем больше ширина уплотнения, меньше 

его высота и выше величина уплотняющего давления. Это позволяет использовать тонкие 

и широкие соединения из высокомодульной резины при уплотнении высокого давления. В 

некоторых случаях на опорные поверхности наносится каучуковый клей для увеличения 

устойчивости уплотнителей. Но в этом случае соединение получается разъемным [4].  
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Из последнего выражения видно, что давление уплотнения в уплотни-
тельном узле (соединение) в открытых ячейках зависит в основном от усло-
вий трения на опорных поверхностях. Чем выше модуль трения резины, тем 
больше ширина уплотнения, меньше его высота и выше величина уплотня-
ющего давления. Это позволяет использовать тонкие и широкие соединения 
из высокомодульной резины при уплотнении высокого давления. В некото-
рых случаях на опорные поверхности наносится каучуковый клей для увели-
чения устойчивости уплотнителей. Но в этом случае соединение получается 
разъемным [4]. 

Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда Развития 
Науки при Президента Азербайджанской Республики - Грант № EIF-MQM-
ETS-2020-1(35)-08/04/1-M-04
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Выводы
Уплотнительное давление в уплотнительном узле (в соединение) в от-

крытых раструбах зависит в основном от условий трения на опорных по-
верхностях. Чем выше модуль резины, тем больше ширина уплотнителя, 
меньше высота и выше величина уплотнительного давления. 
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Современный уровень развития технологий освоения Арктики посте-
пенно приближается к освоению прибрежной зоны Северного ледовитого 
океана, а если более подробно рассмотреть наличия полезных ископаемых, 
то в океане нефтегазовых и рудных месторождений больше по сравнению с 
материковой частью России. Но это касается не только Российской Аркти-
ческой океанской зоны, это мировая сырьевая база.

По данным стран участников арктического совета и ООН разведанные 
запасы углеводородов в арктической зоне составляет 50 трлн кубометров 
газа и 100 млрд тонн нефти; геологи из США и Дании в 2009 году опублико-
вали свои исследования и по их данным подо льдом  Арктики находятся 1,5 
тысячи трлн кубометров газа и 83 млрд баррелей нефти что составляет 13% 
от мировых неразведанных запасов. Российские исследователи в 2016 году 
оценили запасы углеводородов своей арктической зоны в 258 млрд услов-
ных тонн газа и нефти, что составляет 60% от всех запасов страны. 

В океанских глубинах также сосредоточено огромное количество руд-
ных месторождений. На территории российского арктического шельфа раз-
веданы и прогнозируются запасы золота, олова, железомарганцевых конкре-
ций, серебра, полиметаллов. На двух участках Карского моря прогнозные 
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ресурсы железомарганцевых конкреций оценены в 24,6 и 10,3 млн т соответ-
ственно при средней плотности залегания 1,5 кг/м2. Запасы олова на аркти-
ческом шельфе России сопоставимы с наиболее крупными оловоносными 
мировыми провинциями. Большая часть олова около 85% сосредоточена в 
акватории океана. Если добыча углеводородов в океанских просторах имеет 
тенденцию к увеличению, то добыча рудных материалов на океанской глу-
бине перед цивилизацией в настоящее время не стоит. 

Но и без этих задач время опускаться на дно для работы пришло и тре-
бует безотлагательных решений. Аргументом является катастрофическое 
положение с гидратом метана. Нет необходимости объяснять объёмы гидра-
та метана на океанской глубине на всей планете, но если кристаллические 
массивы залегающие, на большой глубине, не представляет опасности, то 
гидрат метана, находящийся в прибрежной зоне на глубине с более 200 ме-
тров, а в Арктической зоне из-за температуры и того меньше, может стать 
замедленной бомбой. Изменение температурного режима, подвижка мате-
риковых плит, землетрясения и ряд других природных явлений могут при-
вести к катастрофическим явлениям выхода на поверхность гидрата метана, 
а это катастрофа планетарного размера, которая не требует объяснений. 

Готовы ли мы принять вызов? Теоретически – да, но на практике, мы 
мало занимаемся данным вопросом.  В последние годы Китай, Япония ведут 
работы по исследованию добычи и переработки гидрата метана.

Обширные территории шельфовой зоны России находятся в арктиче-
ской зоне с экстремальными природно-климатическими условиями. Одной 
из главных проблем является тяжелая ледовая обстановка, а именно отсут-
ствие постоянного транспортного сообщения плавучими средствами в тече-
нии года и опасность столкновения с айсбергами. Это означает отсутствие 
круглогодичной возможности разведки и разработки месторождений. На-
пример, чтобы провести бурение с помощью платформы нужно ждать пе-
риода межсезонья или строить специальную ледостойкую платформу, что в 
первом, что во втором варианте проект удорожается и усложняется.

В таких условиях более эффективными являются подводные комплексы 
освоения шельфовой зоны: подводные буровые установки, подводное до-
бычное оборудование, подводные перекачивающие комплексы, подводные 
комплексы разведки и обслуживания. Данные системы должны работать в 
экстремальных условиях: при низких температурах, высоких давлениях сре-
ды, физико-химических характеристиках воды, затрудненное визуальное 
обозрение места проведения работ. Все это говорит о том, что непосред-
ственное участие человека невозможно. Таким образом необходимо исполь-
зовать автономные роботизированные комплексы, управляемые дистанци-
онно которые смогут заменить человека.

В настоящее время компанией «Газпром» на Киринском газоконденсат-



182

Наука и инновации

ном месторождении для добычи используется подводный добычной ком-
плекс (ПДК) без использования платформ и иных надводных конструкций. 
Для подводного монтажа и эксплуатации подводного оборудования ис-
пользуется классический робот ROV с руками манипуляторами и системой 
стабилизации положения, но сложность в том что данные телеуправляемые 
аппараты не могут обходится без судового сопровождения и это при том что 
в охотском море с ноября по июнь стоит лёд то есть оборудование в данный 
период находится без должного технического обслуживания.

В задачи роботизированных подводных комплексов входят: планово-
профилактические и ремонтно-восстановительные работы, обследование 
дна и акватории месторождения, уборка и очистка оборудования, монито-
ринг соблюдения экологических норм, съемка и сварочные операции. 

Вывод: конструкций роботов для Арктики в отличии от классических 
схем подводных автономных аппаратов должны иметь следующие особен-
ности:

• Соответствие тому уровню давления, в котором должен работать аппарат;
• Возможность спускаться в воду с берега или со льда, то есть без исполь-

зования судов как базы;
• Должны работать в любую погоду на глубине 500 м и более;
• Многофункциональность и обеспечение всем необходимым инструмен-

том, то есть робот несет на себе весь необходимы инструментарий и при 
необходимости может переключатся между инструментами по типу станков 
с ЧПУ. Это нужно для того, что не бегать постоянно на берег за нужным 
инструментом, а просто сразу взять все с собой;

• В основе имеет место быть программное обеспечение, несущее в себе 
набор стандартных технологических решений. Таким образом робот может 
проводить типовые технологические операции по типу сварки в автоматиче-
ском режиме без участия человека;

• Энергетический аспект таков что применение классических аккумуля-
торов невозможно в виду того, что нет возможности постоянно иметь судно 
сопровождения, а в те периоды, когда это возможно это является весьма за-
тратно 80% средств уходит на оплату работы судна, а остальные 20% на 
саму выполняемую операцию.  Таким образом робот должен иметь комби-
нированную силовую установку, которая обеспечивала бы его энергией и 
создавала необходимую атомность.

• Системы управления могут быть основаны на применении гидравличе-
ского привода с уравновешенным внешним давлением.

В тоже время в институте нефти и газа ведутся работы по созданию пер-
спективной роботизированной системы для работы под высоким внешним 
давлением на большой глубине.
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Целью работы является создание модели, обеспечивающей эффектив-
ную работу в условиях высоких давлений.

В основе создания предлагаемого комплекса необходимо учитывать тех-
нические достижения современного развития техники.

Материалы: - предлагаемый комплекс должен быть выполнен из компо-
зитных материалов, которые могут выдерживать условия внешней среды.

Силовая установка: – система энергообеспечения и носитель энергии 
может быть комбинированный. Аккумуляторные батареи и гидравлические 
аккумуляторы высокого и низкого давления. ДВС в роботе нет. Система 
энергоносителя аккумуляторного принципа. Используя эффект «Юткина» 
можно зарядить гидравлические аккумуляторы и электрические батареи. 
(Доказано, один гидравлический удар по эффекту «Юткина» в замкнутом 
объёме воды равен не менее 10 Дж). В связи с тем, что используется эффект 
гидроудара, топливом является сама вода, не требующая воздуха, поэтому 
данная система может эффективно и долго работать под водой, а создание 
особой конструкции позволит работать на больших морских глубинах. 

Система управления: - Гидравлический привод обеспечивается накачкой 
от гидроудара, специальным устройством, растягивающим гидроудар и пре-
образующим кинетическую энергию удара в потенциальную заряжания ги-
дравлических аккумуляторов.

В ходе исследования была создана следующая гидравлическая схема, 
представленная на рисунке 1. Гидропривод состоит из следующих элемен-
тов: 1- вспомогательный насос который подает жидкость на турбину, 2- рас-
ширительный бочек создающий условия для выравнивания давления на глу-
бине, 3- турбина работающая на эффекте Юткина питающая гидроаккуму-
ляторы, 4 - обратный клапан срабатывающий при спонтанном повышении 
давления, 5 - редукционный клапан работающий от повышения давления и 
впускающий жидкость в гидроаккумулятор, 6 - сам гидроаккумулятор нака-
пливающий гидравлическую энергию, 7 - исполнительные органы которые 
питаются энергией от гидроаккумуляторов. 

Рисунок 1. Схема гидропривода
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Во время работы с водой с использованием эффекта Юткина появляется 
высокое давление и дополнительно снимается крутящий момент на полу-
чение электроэнергии. Давление рабочего тела, поступающее от турбины, 
заряжает аккумуляторы тем самым накапливая гидравлическую энергию. 
Далее в нужный момент давление подается к потребителям.

Полученная аккумуляторная система позволит повысить ресурс работы 
гидропривода путем снятия постоянной нагрузки с насосов, механизма вы-
работки энергии, трубопроводов и клапанов, это происходит за счет того, 
что давление накапливается в аккумуляторах и используется только тогда 
когда это нужно не нагружая остальные части системы тем самым уменьшая 
износ агрегатов и узлов. 

На рисунках ниже предлагаются модели роботов, где данная система 
могла бы, применятся (рис. 2-3)

Рисунок 2. Роботизированный комплекс для добычи гидрата метана

Предлагается роботизированный комплекс для добычи гидрата метана 
(рис. 2) на глубине от 100 до 1500 м состоит из фрезы, закрепленной на теле-
скопической балке, которая срезает грунт и с помощью специальной тру-
бы всасывающая зона которой расположена прямо за фрезой. Полученный 
грунт вместе по транспортной системе попадает на корабль сопровождения. 
Робот передвигается на шести лапах неся на себе все необходимое, также у 
него есть поплавки, расположенные сверху, они нужны для того, чтобы в 
нужный момент робот всплыл самостоятельно.



185

Наука и инновации

Рисунок 3. Робот для ремонтно-восстановительных работ
 
Предлагается роботизированная система для ремонтно-восстановитель-

ных работ под водой (рис. 3) отличающийся своей многофункционально-
стью. Он может своими захватами переносить и устанавливать трубы, с 
помощью инструмента для сверления может делать отверстия в грунте под 
анкеровку, также может переносить оборудование для сварки труб и обрез-
ки труб.

После проведенных исследований можно сделать следующие выводы:
- Исследование систем энергоносителей и систем гидравлического рас-

пределения позволит сформировать новые силовые приводы позволяющие 
работать в независимости от внешних условий давления.

- Создание системы энергоносителя на основе эффекта Юткина позво-
лит создать условия для работы неограниченного количества потребителей 
с различными показателями расхода;

- Предлагаемый гидравлический привод с использованием гидроаккуму-
ляторов имеет преимущества перед классическими схемами за счет пропор-
циональной подачи жидкости тем самым повышая ресурс привода в целом.
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Аннотация. В статье представлена концепция автоматического 
управления установки водоподготовки. Приведены условия, при выполнении 
которых достигается повышение технико-экономических показателей 
работы оборотной системы водоснабжения аквапарка. Представлено 
описание АСУТП, состоящее из двух уровней управления, которое 
осуществляется в трех режимах: автоматическом, локальном и местном.

Ключевые слова: автоматизация, управление, система водоподготовки, 
бассейн.

В Российской Федерации уделяется большое внимание здоровью насе-
ления, организации занятий физкультурой и спортом, в частности строи-
тельству физкультурно-оздоровительных центров, плавательных бассейнов 
и аквапарков. Решение этих задач предусматривается национальными про-
ектами.

Аквапарк – крупный водо-развлекательный центр, включающий в себя 
бассейны различного назначения, предоставляющими населению комплекс 
водо-оздоровительных услуг.

Проектирование системы водоснабжения аквапарков выполняется в со-
ответствии с требованиями нормативных документов [1-5].

Установка водоподготовки (УВ) должна обеспечить доочистку воды по-
ступающий из централизованной системы водоснабжения, её обеззаражива-
ние с эффектом после действия и подогрев.
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В технологических схемах водоподготовки используются следующие 
методы очистки: обработка коагулянтом, фильтрование через зернистую за-
грузку, озонирование, обратный осмос. Для обеззараживания воды и обе-
спечения ее безопасности в эпидемиологическом отношении применяют 
озонирование, хлорсодержащие реагенты в том числе гипохлорит натрия, 
получаемый электрохимическим способом из концентрированного раствора 
поваренной соли, обработку ионами серебра, меди и ультрафиолетом [6-7].

Для подогрева воды применяются теплообменные аппараты.
Автоматизация технологических процессов достигается за счет при-

менения программируемых таймеров, управляющих клапанов, клапанов с 
электрическим приводом, дозирующих насосов, осуществляющих спрыск 
реагентов пропорционально расходу воды, контролируемому счётчиком с 
импульсным выходом, датчиков давления, температуры, рН, электроизме-
рительных регистрирующих приборов, а также устройств защиты электри-
ческих цепей [8,9].

Выбор технологической схемы установки и аппаратуры производится на 
основании технико-экономических требований и исходных данных для про-
ектирования. В настоящее время, по нашему мнению, уровень управления 
и автоматизации установки водоподготовки представляется недостаточным.

Повышение технико-экономических показателей работы оборотной си-
стемы водоподготовки аквапарка возможно за счет:

- увеличения надежности и качества очистки и обеззараживания 
воды;

- более полного качественного контроля состояния технического 
оборудования;

- оперативного устранения нарушений в его работе;
- сбора технологической информации и регистрации технологиче-

ских процессов для возможности оперативно-техническим персоналом про-
водить последующие обработку и анализ;

- уменьшения вероятности возникновения нарушения нормального 
технологического процесса и аварийных ситуаций за счет повышения до-
стоверности получаемой информации в ходе технологического процесса, а 
также оперативности принятия и реализации решений по управлению про-
цессом;  

- сокращения количества физического труда, изменения его характе-
ра и квалификации обслуживающего персонала.

Указанные цели могут быть достигнуты за счёт реализации следующих 
информационных управляющих функций:

- автоматизированного управления состоянием технологического 
оборудования и режимами его работы;

- измерения технологических параметров, контроля достижений и 
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превышение граничных значений;
- оперативной индексации значений технологических параметров на па-

нельном компьютере и автоматизированном рабочем месте оператора, пред-
упредительной и аварийной сигнализации отклонений технологических па-
раметров от допустимых значений.

Структура АСУТП установки представлена на рисунке 1
АСУТП установки водоподготовки представляет собой систему про-

граммных и аппаратных средств, состоящую из двух уровней технологиче-
ского управления: нижний и верхний.

Нижний уровень – приборы КИПа, исполнительные механизмы, панели 
операторов.

Верхний уровень – аппаратно-программный комплекс (АРМ диспетче-
ра, панельный компьютер оператора). АСУТП обеспечивает программное 
логическое управление технологического оборудования установки водопод-
готовки.

Рисунок 1. Структура АСУТП установки водоподготовки 

Для реализации задач управления предлагается установка щита управле-
ния (ЩАУ).

Кроме этого, возможна установка отдельных щитов управления техно-
логическими узлами (группой узлов) в зависимости от техно -логических 
функций, выполняемых узлами, например, ЩАУУ блока приготовления и 
дозирования реагентов, ЩАУУ блока фильтрации, блока обеззараживания 
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и др. По принципу обмена информацией и функциями принятие решений 
АСУТП является централизованной: вся информация от приборов контроля 
и оборудования поступает в систему управления технологическими процес-
сами, необходимая информация передается на верхний уровень.

Предполагается резервирование проводного канала связи верхнего и 
нижнего уровня с использованием GSM модемов, осуществляющих пере-
дачу данных по беспроводному GSM каналу.

Контроллер УВ, установленной в ЩАУ, осуществляет контроль и управ-
ление объектом в целом, контроль и координацию функционирования щитов 
управления технологических узлов, контроль расхода воды на входе в УВ, 
контроль качества воды на выходе УВ, контроль давления на входе и выхо-
де УВ, контроль уровня растворов реагентов в баках, управление насосами 
дозаторами, передачу данных для отображения состояния технологического 
оборудования, аварийных журналов и графиков в панельном компьютере.

Панельный компьютер, установленный в ЩАУ, обеспечивает, задание 
уставок поддержания технологических параметров, управление оборудова-
нием, автоматическое оповещение оператора об авариях, нештатных ситуа-
циях и приближении технологических параметров к предельно допустимым 
значениям, сбор обработку и хранение информации технического состояния 
УВ, отображение аварийных сообщений.

Также панельный компьютер предоставляет информацию в виде рабо-
чего окна оператора с краткой оперативной информацией о состоянии УВ 
в целом:

- отображение технологической схемы;
- журнал аварийных сообщений;
- графики параметров;
- отчетные формы.
Управление работой УВ осуществляется в трех режимах, автоматическо-

го управления, локального управления,
 местного управления;
Режим автоматического управления- основной режим работы, осущест-

вляется программируемыми логическими контроллерами, установленными 
в ЩАУ и ЩАУУ в соответствии с введёнными уставками по заложенным 
алгоритмам. В автоматическом режиме оборудование УВ управляется и 
контролируется с помощью технических средств без участия персона-
ла. Оператор может наблюдать в режиме реального времени за процессом 
управления с АРМ оператора или с панельного компьютера ЩАУ. Работа 
технологических узлов отображается на панелях оператора соответствую-
щих ЩАУУ. Управление всеми исполнительными механизмами происходит 
автоматически в соответствии с введенными уставками по заложенным ПЛК 
(программируемый логический контролер) алгоритмом.
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В автоматическом режиме панельный компьютер и АРМ оператора по 
команде оператора обеспечивает: изменения уставок, изменения графика 
работы, изменения очереди включения оборудования, изменения режима 
управления.

Режим локального управления является вспомогательным и использует-
ся при возникновении нештатных ситуаций, а также при проведении пуско-
наладочных работ.

Режим местного управления является вспомогательным и используется 
при выполнении ремонтных и пуско-наладочных работ. В этом режиме бло-
кируется управление исполнительными механизмами из АСУТП от щитов 
ЩАУ, ЩАУУ. Система АСУТП отображения и регистрации функциониру-
ет: все текущие значения с датчиков и технологического оборудования ре-
гистрируются и сохраняются в ПЛК и сервере базы данных. В сервере базы 
данных происходит архивирование данных технологического процесса.
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Согласно исследованиям ВОЗ (Всемирной организации здравоохранения), 
несколько миллионов человек каждый год умирает из-за болезней, передаю-
щихся через воду. В трубопроводе возрастает риск вторичного загрязнения, 
а также в водопроводной воде присутствуют хлороорганические соединения, 
которые обладают токсичным действием, что в итоге приводит к ухудшению 
здоровья, поэтому процесс доочистки очень важен.

По данным Росстата 2018 года 17% россиян не устраивает качество водо-
проводной воды. Помимо этого, абсолютное большинство тех, кто пользует-
ся центральным водопроводом, жалуется на плохое состояние трубопровода 
и частые перебои c водoй. Одной из главных проблем жилищных условий 
является обеспечение населения доброкачественной питьевой водой.

На рисунке 1 представлены данные Росстата по обеспечению населения 
питьевой водой, соответствующей требованиям СанПиН 1.2.3685-21 «Гиги-
енические нормативы и требования к обеспечению безопасности и (или) без-
вредности для человека факторов среды обитания»

 

 
Рисунок 1. Доля населения Российской Федерации, обеспеченного питьевой 

водой, соответствующей требованиям безопасности, %.
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Однако, как видно из статистики, качество питьевой воды соответствует 
норме не во всех городах и поселениях России. 

В Санкт-Петербурге используют воды из реки Нева в качестве источника 
водоснабжения, которая является нестабильной. Нестабильность воды яв-
ляется основной причиной ухудшения  показателей ее качества, таких как: 
цветность, мутность, запах, привкус и содержания в ней железа.  Индекс J 
невской водопроводной воды равен –(2-3,5), что говорит о ее высоком агрес-
сивном действии.

При транспортировке воды к потребителю, качество питьевой воды мо-
жет значительно ухудщаться, в результате появления вторичных загрязне-
ний, являющимися продуктами коррозии, жизнедеятельности серобактерий 
железобактерий и других вредных микроорганизмов.[1-5] Так же стоит от-
метить, что при нагревании коррозионные свойства воды возрастают.  

Поэтому в жилых домах устанавливают системы доочистки, которые ре-
шают проблему вторичных загрязнений. 

Для обработки воды используют различные физико-химические методы 
очистки: 

- фильтрование;
- реагентная обработка;
- магнитная обработка;
- радиочастотная обработка;
- обратный осмос;
- и другие.[2,4]
Перспективным представляется метод электрического разряда.[4] 
Жидкость подвергают воздействию электроударов, вызываемых элек-

трическими импульсами малой длительности. При мощности мгновенного 
импульса (от 50 до 1000 МВт) происходят структурные изменения воды. В 
жидкости появляются активные свободные радикалы, атомарные кислород 
и водород, соединения простейших аминокислот и азота. При этом микроор-
ганизмы, находящиеся в жидкости, в том числе бактерии и микробы, гибнут 
благодаря ультразвуковому, ультрафиолетовому и рентгеновскому излуче-
нию плазмы канала разряда и c мощному окисляющему действию атомар-
ного кислорода. 

Обеззараживание жидкостей методом электрогидравлического удара 
происходит весьма интенсивно, а скорость процесса пропорциональна энер-
гии импульсов, вызывающих электрогидравлические удары, и их количе-
ству.Обработанная таким образом вода обретает бактерицидные свойства. 

Реализация методов электрического разряда находится на этапе опытно-
конструкторских разработок.

В настоящее время наиболее целесообразной представляется установка 
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доочистки, которая включает следующие этапы обработки:
1. Очищение от крупных примесей;
2.Удаление коллоидных и взвешенных примесей путем фильтрации че-

рез многокомпонентную зернистую загрузку.
3.Обеззараживание УФ-излучением в основном для повышения вирус-

ной безопасности питьевой воды.
Таблица 1.

Технические характеристики установки   доочистки холодной воды

Наименование технических 
характеристик

Единицы 
измерения

Численные значения 
технических 

характеристик

Максимальная производительность м3/ч 12,5

Максимальное давление в системе мПа 1,0

Минимальная температура воды °С 4

Интенсивность промывки фильтров с 
зернистой загрузкой

л/с·м2 6÷8

Объем воды от промывки одного 
фильтра с зернистой загрузкой

м3 1,5

Электроснабжение: напряжение частота 
тока

В
Гц

220
50

Мощность,не более кВт 1,0

Степень защиты IP55

Арматура оборудования должна быть запорно-регулирующей и предо-
хранительной, а также выполненной из коррозионностойких материалов. 
Обвязка оборудования осуществляется из полипропиленовых труб с номи-
нальным давлением 2 МПа (PN 20) и наружными диаметрами 25, 40, 75, 90 
мм.

Установка состоит из 2 узлов: обеззараживания и фильтрации.
Узел фильтрации состоит из механического сетчатого фильтра, пяти 

фильтров с зернистой нагрузкой, соединенных параллельно, и микронных 
мешочных фильтров, также соединенных параллельно, со сменным цилин-
дрическим картриджами из микропористого тканевого материала.

В цилиндрический фильтр из листовой нержавеющей стали с конически-
ми днищами загружается засыпка крупностью 1,5-3 мм и фильтросорбци-
онные материалы крупностью 0,7-1,2 мм. На боковой поверхности фильтра 
размещен ревизионный люк, используемый для выгрузки фильтрующего 
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материала. Фильтр загружается через верхнюю горловину при снятом дре-
нажном устройстве. Давление после скорых фильтров измеряется с помо-
щью манометра, смонтированного к сборному коллектору отфильтрованной 
воды. Корпус микронного мешочного фильтра изготовлен из коррозионно-
стойкой стали. В нем установлен картридж из фильтрующего полотна c раз-
мером пор 20 мкм.

Вода под давлением до 0,8 МПа поступает на механический сетчатый 
фильтр с размером пор 100 мкм. После вода равномерно распределяется по 
коллектору на напорные фильтры, за которыми смонтировано 5 микронных 
мешочных фильтров, которые выполняют роль защитного барьера от веро-
ятности проскока продуктов истирания частиц зернистой загрузки. После 
прохождения фильтров вода обеззараживается при помощи бактерицидной 
установки УФ и затем подается потребителям.

Промывка фильтров производится при помощи контроллеров. Промывка 
осуществляется  в ночное время, когда воду потребляют меньше всего. Про-
мытая вода сбрасывается в канализацию.

Для обеспечения дистанционного контроля за работой установки до-
очистки холодной воды предусмотрены системы диспетчеризации, пере-
дающие сигналы «авария», «работа» и «промывка фильтра» на пульт дис-
петчера. Сигнал «авария» подается диспетчеру при срабатывании устрой-
ства защитного отключения, а сигналы «работа», «промывка фильтра» — от  
микропроцессора.

Давление на отдельных участках контролируется при помощи специаль-
ных манометров. Их устанавливают на коллекторах после скорых и мешоч-
ных фильтров, перед скорыми напорными фильтрами, также после бактери-
цидной установки. 

Для автоматизации и управления используются специальные устройства 
– контроллеры. Они находятся в герметичном корпусе и состоят из платы c 
микроконтроллером, силовыми и слаботочными реле со светодиодными ин-
дикаторами отображающими своё состояние. На плате установлены самоза-
жимные клеммные соединения для подключения исполнительных устройств 
или дублированию сигнала другому оборудованию. В микроконтроллер за-
писан алгоритм работы, требующий периодического наличия дискретного 
сигнала (импульса) от расходомера или другого оборудования.

На устройстве установлен экран, где отображаются параметры работы 
установки, текущий расход воды, текущее состояние входа, таймер обрат-
ного отсчета c момента прихода последнего импульса от расходомера, дав-
ление и другие.

Предложенное техническое решение автоматизированной установки до-
очистки водопроводной воды может быть использовано при проектирова-
нии системы водоснабжения многоквартирных домов. 
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Аннотация. В статье приставлена электроустановки для приготовления 
горячей воды, предназначения для использования на автономных объектах с 
небольшой численностью людей, состоящая из водонагревателя закрытого 
типа, в котором нагрев воды производится от блока встроенных тэнов, 
устройства защиты от протечек, фильтр грубой очистки, узла дозирования 
реагентов, циркуляционного насоса, запорно-регулирующий арматуры и 
щита управления и электропитания.

Ключевые слова:  электроустановка, горячая воды, автономный объект.

ELECTRIC INSTALLATION FOR PREPARATION OF HOT WATER
Annotation. The article contains electrical installations for the preparation of 

hot water, intended for use in autonomous facilities with a small number of people, 
consisting of a closed-type water heater in which water is heated from a block of 
built-in heating elements, devices, leakage protection, a coarse filter, a dosing unit 
for reagents, circulation pump, shut-off and control valves and control panel and 
power supply.

Keywords: electrical installation, hot water, autonomous object.

Одним из условий комфортного пребывание немногочисленных групп 
людей в от делённых районах является обеспеченных горячей водой.

Рассмотрим некоторые электроустановки для приготовления горячей 
воды.

Электродный водонагреватель. Электродные системы с плоскопарал-
лельными, дугообразными и коаксиальными цилиндрическими электрода-
ми применяются в водонагревателях и паровых котлах. Метод электродного 
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нагрева использует только переменный ток (трехфазный или однофазный), 
чтобы избежать электролиза воды. Трехфазный ток используется в системах 
мощностью 25 кВт и более [Ошибка! Источник ссылки не найден.].

На рис. 1 показано устройство электродного котла с пластинчатыми 
электродами. В цилиндрическом корпусе 2 водонагревателя имеются вход-
ной патрубок 3, через который поступает холодная вода в водонагреватель, 
и выходной патрубок 1 для выхода горячей воды. Вода нагревается при про-
хождении между плоскими электродами, собранными в пакет 6. Электро-
дные пластины изолированы друг от друга фторопластовыми втулками. На-
пряжение на пластины подается от сети переменного трехфазного тока через 
три токоведущие шпильки 5, проходящие через изоляторы 4, с помощью 
которых пластины изолируются от днища корпуса.

Регулирование мощности, потребляемой водонагревателем производит-
ся с помощью пакета диэлектрических пластин 7, помещенных в верхней 
части котла. Пакет диэлектрических пластин перемещается вертикально 
штурвалом 8. Перемещение пластин 7 происходит в зазорах между электро-
дными пластинами 6.
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Рис. 1. Устройство электродного котла: 
1 – выходной патрубок; 2 – корпус; 3 – входной патрубок; 4 – изолятор; 5 – шпилька; 

6 – электродные пластины; 7 – диэлектрические пластины 

Электрические элементные водонагреватели. При непрямом нагреве передача тепловой 

энергии нагретому телу осуществляется путем теплопроводности, конвекции и излучения от 

специально нагретого устройства (нагревателя) при протекании через него электрического 

тока [Ошибка! Источник ссылки не найден.].  В качестве нагревательных элементов 

Рисунок 1. Устройство электродного 
котла:
1 – выходной патрубок; 2 – корпус; 
3 – входной патрубок; 4 – изолятор; 
5 – шпилька; 6 – электродные пластины; 
7 – диэлектрические пластины

Электрические элементные водона-
греватели. При непрямом нагреве пере-
дача тепловой энергии нагретому телу 
осуществляется путем теплопроводности, 
конвекции и излучения от специально на-
гретого устройства (нагревателя) при про-
текании через него электрического тока 

В качестве нагревательных элементов 
применяют резистивные сопротивления, 
выполненные в виде проволочных или 
ленточных зигзагов, или спиралей из ма-
териалов с высоким удельным электриче-
ским сопротивлением, которые закрепля-
ют на керамических стержнях, трубах или 
изоляторах в воздушном потоке.

Различают открытые, защищенные и 
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герметичные обогреватели. В нагревателях открытой конструкции нагре-
вательный элемент (резистор) помещается непосредственно в нагреваемую 
среду (воду).

В защищенных нагревателях спираль помещена в защитный кожух, пре-
дохраняющий её от механических повреждений и изолирующий от нагрева-
емой среды.
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Рис. 2. Трубчатый электронагреватель ТЭН: 

 1 – металлическая трубка; 2 – спираль; 3 – выводы 

Наиболее эффективными являются закрытые трубчатые нагреватели (ТЭН) (рис. 2). 

Нагревательный элемент состоит из металлической трубки 1, внутри которой в 

электроизоляционный наполнитель запрессована нихромовая спираль 2, концы которой 
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латуни и углеродистой стали. 
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наружной поверхности до 700°С [3]. 

На рис. 3 показан электрический водонагреватель, в котором для нагрева воды 

используются нагревательные элементы. 

Электрический водонагреватель (рис. 3, а) имеет вид цилиндрической емкости 7, 

вокруг которой расположен теплоизоляционный слой 6, закрытый кожухом 5. В нижней 

части емкости закреплены три нагревательных элемента 9. Сверху емкость закрывается 

Рисунок 2. Трубчатый электронагреватель ТЭН:
1 – металлическая трубка; 2 – спираль; 3 – выводы

Наиболее эффективными являются закрытые трубчатые нагреватели 
(ТЭН) (рис. 2). Нагревательный элемент состоит из металлической трубки 1, 
внутри которой в электроизоляционный наполнитель запрессована нихро-
мовая спираль 2, концы которой приварены к клеммам в виде стержней 3. В 
зависимости от цели использования нагревательного элемента, труба может 
быть изготовлена из нержавеющей стали, меди или латуни и углеродистой 
стали.

В качестве наполнителя используется оксид магния. После заполнения 
наполнителем трубу прессуют и придают нужную форму. Нагревательные 
элементы выпускаются мощностью от 100 Вт до 2,5 кВт при напряжении 
12–380 В. Наибольшая температура наружной поверхности до 700°С [3].

На рис. 3 показан электрический водонагреватель, в котором для нагрева 
воды используются нагревательные элементы.

Электрический водонагреватель (рис. 3, а) имеет вид цилиндрической 
емкости 7, вокруг которой расположен теплоизоляционный слой 6, закры-
тый кожухом 5. В нижней части емкости закреплены три нагревательных 
элемента 9. Сверху емкость закрывается крышкой 4. Для контроля темпе-
ратуры водонагреватель снабжен термометром 3 и датчиком температуры 
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с термореле 8, поддерживающим постоянную температуру и обеспечиваю-
щим работу в автоматическом режиме. Подача холодной воды в бак осу-
ществляется снизу через входной патрубок с обратным клапаном 10. Вода 
нагревается до 90°С и под давлением холодной воды поднимается вверх. 
Разбор горячей воды из бака осуществляется переливом через разборный па-
трубок 2. При необходимости слива воды из бака открывается сливной кран 
11, благодаря чему вода сливается по трубопроводу 12. в водосборник [4].

Для обеспечения безопасности при возможном паровом взрыве водона-
греватель имеет предохранительный клапан.1  
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Рис. 3. Водонагреватель: 

а – общий вид; б – электрическая схема; 1 – предохранительный клапан; 2 – разборный 

клапан; 3 – термометр; 4 – крышка; 5 – кожух; 6 – теплоизоляция; 7 – резервуар; 8 – 

термодатчик с температурным реле; 9 – ТЭН; 10 – обратный клапан; 11 – сливной кран; 12 – 

трубопровод; QF – автоматический выключатель; SK – контакт температурного датчика; KV 
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Управление водонагревателем осуществляется аппаратами, смонтированными в 

станции управления. Схема управления показана на рис. 3, б. 

Водонагреватель подключается к сети через автоматический выключатель QF (AE2000, 

BA50). Замкнутый контакт СК датчика температуры включает катушку реле КВ, которая 

своим контактом включает катушку магнитного пускателя КМ. К основным контактам 

пускателя КМ относятся ТЭНы ЕК. 

Рисунок 3. Водонагреватель:
а – общий вид; б – электрическая схема; 1 – предохранительный клапан; 

2 – разборный клапан; 3 – термометр; 4 – крышка; 5 – кожух; 6 – теплоизоля-
ция; 7 – резервуар; 8 – термодатчик с температурным реле; 9 – ТЭН; 10 – об-
ратный клапан; 11 – сливной кран; 12 – трубопровод; QF – автоматический 
выключатель; SK – контакт температурного датчика; KV – реле напряжения; 
КМ – магнитный пускатель;

ЕК – нагревательные элементы (ТЭНы).

Управление водонагревателем осуществляется аппаратами, смонтиро-
ванными в станции управления. Схема управления показана на рис. 3, б.

Водонагреватель подключается к сети через автоматический выклю-
чатель QF (AE2000, BA50). Замкнутый контакт СК датчика температуры 
включает катушку реле КВ, которая своим контактом включает катушку 
магнитного пускателя КМ. К основным контактам пускателя КМ относятся 
ТЭНы ЕК.
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При повышении температуры выше 90°С срабатывает датчик темпера-
туры и размыкает контакт SK. Цепь реле КВ размыкается и магнитный пу-
скатель отключает ТЭНы. Если температура падает ниже установленного 
значения, контакты датчика снова замыкаются и включаются ТЭНы [5].

В предлагаемой электроустановке для приготовления горячий воды ис-
пользуется водонагреватель закрытого типа промышленного назначения, в 
котором нагрев воды производиться от блока встроенных  электротенов.

Упрощённая гидравлическое  схема приставлена на рисунка 4.  Данная 
электроустановка предназначена для обеспечение горячий водой на объек-
тах с небольшой численностью людей.

На подводящим трубопроводе водонагревателя установлены клапан с 
электроприводом, срабатывающий от датчика протечки ГВС, редуктор дав-
ления, обратной клапан, предохранительный клапан, фильтр грубое очист-
ки с блоком автоматический промывки, счетчик с импульсным выходом, 
управляющий работа насоса дозатора, который может при необходимости 
подавать пропорционально расходу воды из емкости как ингибиторы кор-
розии, так и моющий или  дезинфицирующий раствор. На циркуляционном 
трубопроводе водонагревателя смонтированы  циркулирующий  насос, об-
ратный клапан, регулирующий клапан, счетчик воды, реле давления, фильтр 
грубое очистки с блокам автоматический промывки  для удаления вторич-
ных загрязнений.

В состав электроустановки включены термометры, манометры, датчики 
температуры . Управления работай электроустановки производится с пане-
ли оператора , установленной в щите управления и электропитания.

Предлагаемые технические решение может быть использовано на авто-
номном объектах с небольшой численностью людей,  например вахтовых 
поселках.
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1. Bivariate Bernoulli Distribution
Definition 1. A discrete bivariate random variable (X, Y) is said to have the 

bivariate Bernoulli distribution if its joint probability density is of the form
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Definition1. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

Bernoulli distribution if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = {
1

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)1−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1
0                                                                   𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1  and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 1. We denote a bivariate Bernoulli random variable 

by writing (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

In the following theorem, we present the expected values and the variances of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, 

the covariance between 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, and their joint moment generating function. Recall that the joint 

moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is defined as  𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) ≔ 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ). 

Theorem1. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑝𝑝1  and 𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐵𝐵(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1       𝐵𝐵(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑝𝑝1𝑝𝑝2            𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof: First, we derive the joint moment generating unction of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and than establish 

the rest of the results from it. The joint moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is given by  

 𝑀𝑀(𝑒𝑒 , 𝑜𝑜) = 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦=0

1

𝑥𝑥=0
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑥𝑥+𝑡𝑡𝑦𝑦 = 

= 𝑓𝑓(0,0) + 𝑓𝑓(1,0)𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(0,1)𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑓𝑓(1,1)𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 + 0𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 

where 
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1

𝑦𝑦=0

1

𝑥𝑥=0
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑥𝑥+𝑡𝑡𝑦𝑦 = 

= 𝑓𝑓(0,0) + 𝑓𝑓(1,0)𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(0,1)𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑓𝑓(1,1)𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 + 0𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 

Proof: First, we derive the joint moment generating unction of X and Y and 
than establish the rest of the results from it. The joint moment generating function 
of X and Y is given by 
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1.Bivariate Bernoulli Distribution 

Definition1. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

Bernoulli distribution if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = {
1

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)1−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1
0                                                                   𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1  and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 1. We denote a bivariate Bernoulli random variable 

by writing (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

In the following theorem, we present the expected values and the variances of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, 

the covariance between 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, and their joint moment generating function. Recall that the joint 

moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is defined as  𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) ≔ 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ). 

Theorem1. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑝𝑝1  and 𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐵𝐵(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1       𝐵𝐵(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑝𝑝1𝑝𝑝2            𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof: First, we derive the joint moment generating unction of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and than establish 

the rest of the results from it. The joint moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is given by  

 𝑀𝑀(𝑒𝑒 , 𝑜𝑜) = 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦=0

1

𝑥𝑥=0
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑥𝑥+𝑡𝑡𝑦𝑦 = 

= 𝑓𝑓(0,0) + 𝑓𝑓(1,0)𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(0,1)𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑓𝑓(1,1)𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 + 0𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 
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1.Bivariate Bernoulli Distribution 

Definition1. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

Bernoulli distribution if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = {
1

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)1−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1
0                                                                   𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1  and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 1. We denote a bivariate Bernoulli random variable 

by writing (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

In the following theorem, we present the expected values and the variances of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, 

the covariance between 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, and their joint moment generating function. Recall that the joint 

moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is defined as  𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) ≔ 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ). 

Theorem1. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑝𝑝1  and 𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐵𝐵(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1       𝐵𝐵(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑝𝑝1𝑝𝑝2            𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof: First, we derive the joint moment generating unction of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and than establish 

the rest of the results from it. The joint moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is given by  

 𝑀𝑀(𝑒𝑒 , 𝑜𝑜) = 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦=0

1

𝑥𝑥=0
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑥𝑥+𝑡𝑡𝑦𝑦 = 

= 𝑓𝑓(0,0) + 𝑓𝑓(1,0)𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(0,1)𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑓𝑓(1,1)𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 + 0𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 
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1.Bivariate Bernoulli Distribution 

Definition1. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

Bernoulli distribution if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = {
1

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)1−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1
0                                                                   𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1  and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 1. We denote a bivariate Bernoulli random variable 

by writing (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

In the following theorem, we present the expected values and the variances of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, 

the covariance between 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌, and their joint moment generating function. Recall that the joint 

moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is defined as  𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) ≔ 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ). 

Theorem1. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑝𝑝1  and 𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐵𝐵(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1       𝐵𝐵(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑒𝑒(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑝𝑝1𝑝𝑝2            𝑀𝑀(𝑒𝑒, 𝑜𝑜) = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof: First, we derive the joint moment generating unction of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and than establish 

the rest of the results from it. The joint moment generating function of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is given by  

 𝑀𝑀(𝑒𝑒 , 𝑜𝑜) = 𝐵𝐵(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
1

𝑦𝑦=0

1

𝑥𝑥=0
𝑒𝑒𝑠𝑠𝑥𝑥+𝑡𝑡𝑦𝑦 = 

= 𝑓𝑓(0,0) + 𝑓𝑓(1,0)𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(0,1)𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑓𝑓(1,1)𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 + 0𝑒𝑒𝑡𝑡+𝑠𝑠 = 

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

The expected value of X is given by

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

Similarly, the expected value of Y is given by 

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

The product moment of X and Y is

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

Therefore the covariance of X and Y is

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

Similary, it can be shown that 

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

  and  

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

Thus, we have

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

and

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

This completes the proof of the theorem.

2. Bivariate Binomial Distribution
The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of 

the joint probability distribution.

Definition 2. A discrete bivariate random variable (X, Y) is said to have the 
bivariate binomial distribution with parameters n, p1, p2  if its joint probability 
density is of the form 

= 1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

The expected value of  𝑋𝑋 is given by 

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)|
(0,0)

= 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑝𝑝1 

Similarly, the expected value of 𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |

(0,0)
=  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡|(0,0) = 𝑝𝑝2

The product moment of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡) |
(0,0)

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ( 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠)|

(0,0)
= 0. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = − 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     

 Similary, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑝𝑝1          and            𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑝𝑝2. 

Thus, we have 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝1
2 = 𝑝𝑝1 (1 − 𝑝𝑝1 ) 

and 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) =  𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝2
2 = 𝑝𝑝2 (1 − 𝑝𝑝2 ) 

This completes the proof of the theorem. 

2.Bivariate Binomial Distribution 

The bivariate binomial random variable is defined by specifying the form of the joint 

probability distribution. 

Definition2. A discrete bivariate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate 

binomial distribution with parameters 𝑛𝑛, 𝑝𝑝1 ,  𝑝𝑝2  if its  joint  probability density is of the form  

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
𝑛𝑛!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑥𝑥−𝑦𝑦,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑛𝑛
0                                                                   𝐶𝐶𝜕𝜕ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑒𝑒,

 

where where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

 and where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

 and n is a positive integer.We de-
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where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

Theorem 2. Let 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

 where n, p1 and p2 are parameters. Then 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

   

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

   

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

   

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

Proof: First, we find the joint moment generating function of X and Y. The 
moment generating function M(s, t) is given by 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

  (by trinomial theorem).
The expected value of X is given by

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

Similarly, the expected value of Y is given by 

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

The product moment of X and Y is

where  0 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1   and  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛  and 𝑛𝑛 is a positive integer.We denote a bivariate 

binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem2. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where 𝑛𝑛,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1       𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)               𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2           𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛. 

Proof: First, we find the joint moment generating function of 𝑋𝑋  and 𝑌𝑌. The moment 

generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

= ∑ ∑ 𝑛𝑛!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑛𝑛 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑛𝑛−𝑠𝑠−𝑡𝑡 = 

                              =(1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛                      (by trinomial theorem). 

The  expected value of 𝑋𝑋 is given by 

 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑠𝑠 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 + 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) = 𝑛𝑛𝑝𝑝1. 

Similarly, the expected value of  𝑌𝑌 is given by  

𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝜕𝜕𝑀𝑀
𝜕𝜕𝑡𝑡 |

(0,0)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|(0,0) =𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

The product moment of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is 

𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) = ∂2M
∂t ∂s|

(0,0)
= ∂2

𝜕𝜕𝑡𝑡𝜕𝜕𝑠𝑠 (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑛𝑛|
(0,0)

= 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Therefore the covariance of X and Y is 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 
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Similarly, it can be shown that 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Thus, we have      

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

and similarly

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem. 
3. Bivariate Geometric Distribution
Recall that if the random variable X denotes the number on which first success 

occurs, then X is univariate geometric. The probability density function of an uni-
variate geometric variable is 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

   

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate 
geometric distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg intro-
duced the bivariate  geometric distribution and Lundberg first used it in connection 
with problems of accident proneness. This distribution has found many applica-
tions in various statistical methods.

Definition 3. A discrete bivareate random variable (X, Y) is said to hava he 
bivariate geometic distribution with parameters p1 and p2 if its joint probability 
density is of the form

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

  

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

where 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

 We denote a bivariate geometric random variable 
by writing 

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2 +  𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 +  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝜕𝜕)𝑛𝑛−1𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠|

(0,0)
= 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Therefore the covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 is  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑌𝑌) −  𝐸𝐸(𝑋𝑋)𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1𝑝𝑝2 = −𝑛𝑛𝑝𝑝1𝑝𝑝2. 

Similarly, it can be shown that  

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝1
2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1  and      𝐸𝐸(𝑌𝑌2) = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2

2 − 𝑛𝑛𝑝𝑝2. 

Thus, we have       

 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − 𝐸𝐸(𝑋𝑋)2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑝𝑝2
2 + 𝑛𝑛𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛2𝑝𝑝1

2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1) 

and similarly 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝐸𝐸(𝑌𝑌2) − 𝐸𝐸(𝑌𝑌)2 = 𝑛𝑛𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2). 

This completes the proof of the theorem.  

3.Bivariate Geometric Distribution 

Recall that if the random variable 𝑋𝑋 denotes the number on which first success occurs, then 

𝑋𝑋 is univariate geometric. The probability density function of  an univariate geometric variable is  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥−1(1 − 𝑝𝑝),                                    𝑥𝑥 = 1,2,3, … ,∞, 

Where p is the probability of failure in a single Benoulli trial. This univariate geometric 

distribution can be generalized to the bivariate case. Guldberg introduced the bivariate  geometric 

distribution and Lundberg first used it in connection with problems of accident proneness. This 

distribution has found many applications in various statistical methods. 

Definition 3. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava he bivariate 

geometic distribution with parameters 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1   
𝑥𝑥𝑝𝑝2

𝑦𝑦(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2),         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1. We denote a bivariate geometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐸𝐸𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem 3. Let Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

,where p1 and p2 are parameters. Then Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Proof: We only find the joint moment generating function M (s, t) of X and Y 
and leave proof of the rests to the reader. The joint moment generating function 
M (s, t) is given by 
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Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

4. Bivareate Negative Binomial Distribution
Definition 4. A discrete bivareate random variable (X, Y) is said to have the 

bivariate negative binomial distribution with parameters k, p1 and p2 if its joint 
probability density is of the form

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

where 0 < p1,p2,  p1 + p2 < 1 and k is a nonzero positive integer. We denote a bivari-
ate negative binomial random variable by writing 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 4. Let 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

 where k, p1 and p2 are parameters. 
Then 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 
   

Theorem 3. Let (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝1,𝑝𝑝2) ,where   𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

             𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝1(1−𝑝𝑝2)
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑝𝑝2(1−𝑝𝑝1)

(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2            𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2

1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡. 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) of  𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 and leave 

proof of the rests to the reader. The joint  moment generating function 𝑀𝑀 (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) is given by  

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐺𝐺(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 
𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) = 

= (1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2) ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦!

𝑛𝑛

𝑡𝑡=0

𝑛𝑛

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)

1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 − 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡 

4.Bivareate Negative Binomial Distribution 

Definition4. A discrete bivareate random variable (𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to have the bivariate negative 

binomial distribution with parameters 𝑘𝑘, 𝑝𝑝1 and 𝑝𝑝2 if its joint probability density is of the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!

𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)! 𝑝𝑝1   
𝑠𝑠𝑝𝑝2

𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)𝑘𝑘,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … ,∞
0                                                                   𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑉𝑉𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,

 

where 0< 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,     𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 < 1 and 𝑘𝑘 is a nonzero positive integer. We denote a bivariate 

negative binomial random variable by writing  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2). 

Theorem4. Let   (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑘𝑘, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2), where  𝑘𝑘,  𝑝𝑝1  and  𝑝𝑝2  are parameters. Then  

𝐺𝐺(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

                𝐺𝐺(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2
1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝2)
(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2          𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝1)

(1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2)2 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑘𝑘𝑝𝑝1𝑝𝑝2
(1−𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)2               𝑀𝑀(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = (1− 𝑝𝑝1− 𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1−𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠− 𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘 . 

Proof: We only find the joint moment generating function M (s, t) of the ran-
dom variables X and Y and leave the rests to the reader. The joint  moment generat-
ing function is given by

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

This completes the proof of the theorem.
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5.Bivariaye Hypergeometric Distribution
Definition 5. A discrete bivareate random variable (X, Y) is said to hava the 

bivariate hypergeometric distribution with parameters r, n1, n2, n3 if its joint prob-
ability distribution is of the form

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

where 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

 and r is a positive integerless than or equal 
to n1 + n2 + n3. We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Theorem 5. Let 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

,where r, n1, n2 and n3  are param-
eters. Then 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

   

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Proof:  We only find the joint moment generating function 𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) of  the random variables 𝑋𝑋 

and 𝑌𝑌 and leave the rests to the reader. The joint  moment generating function is given by 

𝑀𝑀(𝑠𝑠 , 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)= 

= ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑡𝑡𝑡𝑡 ∞
𝑡𝑡=0

∞
𝑠𝑠=0

(𝑠𝑠+𝑡𝑡+𝑘𝑘−1)!
𝑠𝑠!𝑡𝑡!(𝑘𝑘−1)! 𝑝𝑝1

𝑠𝑠𝑝𝑝2
𝑡𝑡(1 − 𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘= 

= (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘 ∑ ∑ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑘𝑘 − 1)!
𝑥𝑥! 𝑦𝑦! (𝑘𝑘 − 1)!

∞

𝑡𝑡=0

∞

𝑠𝑠=0
(𝑒𝑒𝑠𝑠𝑝𝑝1)𝑠𝑠(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑝𝑝2)𝑡𝑡 = (1 −  𝑝𝑝1 −  𝑝𝑝2)𝑘𝑘

(1 − 𝑝𝑝1𝑒𝑒𝑠𝑠 −  𝑝𝑝2𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑘𝑘. 

This completes the proof of the theorem. 

5.Bivariaye Hypergeometric Distribution 

Definition5. A discrete bivareate random variable ( 𝑋𝑋, 𝑌𝑌) is said to hava the bivariate 

hypergeometric distribution with parameters 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 , 𝑛𝑛3 if its joint probability distribution is of 

the form 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = {
(𝑛𝑛1

𝑠𝑠 ) (𝑛𝑛2
𝑡𝑡 ) ( 𝑛𝑛3

𝑟𝑟−𝑠𝑠−𝑡𝑡)
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

𝑟𝑟 ) ,         𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 0,1, … , 𝑟𝑟

0                                                                   𝑜𝑜𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑠𝑠𝑒𝑒,
 

where x≤ 𝑛𝑛1, 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛2 , 𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≤ 𝑛𝑛3  and 𝑟𝑟 is a positive integerless than or equal to 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 +
𝑛𝑛3.  We denote a bivariate hypergeometric random variable by writing  

(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3). 

Theorem5. Let  (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)~𝐻𝐻𝑌𝑌𝐻𝐻(𝑟𝑟, 𝑛𝑛1,𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) ,where 𝑟𝑟, 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 and 𝑛𝑛3 are parameters. Then  

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

                      𝐸𝐸(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2
𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3

 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑋𝑋) = 𝑟𝑟𝑛𝑛1(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑟𝑟(𝑌𝑌) = 𝑟𝑟𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛3)
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

𝐶𝐶𝑜𝑜𝐶𝐶(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = − 𝑟𝑟𝑛𝑛1𝑛𝑛2
(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3)2 (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 𝑟𝑟

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3 − 1) 

Proof: We only find the mean and variance of  𝑋𝑋. The mean and variance of  𝑌𝑌 can be 

found in a similar manner.The covariance of 𝑋𝑋 and 𝑌𝑌 will be left to the reader as an exercise. To 

Proof: We only find the mean and variance of X. The mean and variance of  
Y can be found in a similar manner.The covariance of X and Y will be left to the 
reader as an exercise. To find the expected value of X, we need the marginal den-
sity f1(x) of X. the marginal of X is given by 

find the expected value of 𝑋𝑋, we need the marginal density 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) of 𝑋𝑋. the marginal of 𝑋𝑋 is given 

by  

𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = ∑𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
𝑟𝑟−𝑥𝑥

𝑦𝑦=0
∑

(𝑛𝑛1𝑥𝑥 ) (
𝑛𝑛2
𝑦𝑦 ) (

𝑛𝑛3
𝑟𝑟−𝑥𝑥−𝑦𝑦)

(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3𝑟𝑟 )

𝑟𝑟−𝑥𝑥

𝑦𝑦=0
= 

=
(𝑛𝑛1𝑥𝑥 )

(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3𝑟𝑟 )∑(𝑛𝑛2𝑦𝑦 ) (
𝑛𝑛3

𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)
𝑟𝑟−𝑥𝑥

𝑦𝑦=0
=

(𝑛𝑛1𝑥𝑥 )
(𝑛𝑛1+𝑛𝑛2+𝑛𝑛3𝑟𝑟 ) (

𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛3
𝑟𝑟 − 𝑥𝑥 ). 
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СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ФЕРМИОНОВ

Анваров Жавлон Равшанович
магистрант
Самаркандский государственный университет, 
Самарканд, Узбекистан

Приведем некоторые известные факты и обозначения. Для любого 
самосопряженного оператора B, действующего в гильбертовом простран-
стве 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 и не имеющего существенного спектра правее точки μ ∈ R обо-
значим через 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 подпространства такие, что ненулевые элементы 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 удовлетворяют неравенству 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 и положим
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Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

Число 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 совпадает с числом собственных значений оператора B, 
лежащих правее точки μ. Если для любого ненулевого 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 выполняется 
неравенство 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 то мы запишем B > 0. Спектр невозмущенного опе-
ратора H0(k) чисто непрерывный и совпадает с отрезком 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 где

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

Длина этого отрезка 
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Анваров  Жавлон Равшанович 
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Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 называется шириной 
непрерывного спектра оператора H(k). Ширина ω(k) есть четная функция, 
убывающая на интервале 
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Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 Она обращается в нуль, когда полный ква-
зиимпульс k принимает максимальное значение π. В этом случае оператор 
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Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 имеет собственные значения вида 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 
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Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 соответствует нормированная соб-
ственная функция
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Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

                                         (1)

В силу теоремы Гильберта–Шмидта ядро 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 интегрального 
оператора V представляется в виде

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 
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Наука и инновации

Из самосопряженности оператора H(k) и положительности операто-
ра V вытекает, что 

Связанные состояния системы двух фермионов 

 

 

Анваров  Жавлон Равшанович 

магистрант 

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 поэтому 
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Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

   

  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 Через N(k, z) обозначается число собственных значений опе-
ратора H(k), лежащих левее точки 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 т.е. 

Связанные состояния системы двух фермионов 
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  Приведем  некоторые  известные  факты  и  обозначения.  Для  любого  

самосопряженного оператора 𝑩𝑩, действующего в гильбертовом пространстве 𝓗𝓗 и не 

имеющего существенного  спектра  правее  точки   µ  ∈  𝐑𝐑,   обозначим  через  𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) ⊂ 𝓗𝓗    

подпространства  такие,  что  ненулевые  элементы  𝒇𝒇 ∈ 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)  удовлетворяют  неравенству 

(𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > µ(𝒇𝒇, 𝒇𝒇), и положим 

𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) = 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬
𝓗𝓗𝑩𝑩(µ)

𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 𝓗𝓗𝑩𝑩(µ) 

             Число 𝒏𝒏(µ, 𝑩𝑩) совпадает с числом собственных значений оператора 𝑩𝑩, лежащих 

правее точки µ. Если для любого ненулевого 𝒇𝒇 ∈ 𝐇𝐇 выполняется неравенство (𝑩𝑩𝒇𝒇, 𝒇𝒇) > 𝟎𝟎, 

то мы запишем 𝑩𝑩 > 𝟎𝟎. Спектр  невозмущенного  оператора   𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌) чисто  непрерывный  и  

совпадает  с  отрезком [𝒎𝒎(𝒌𝒌); 𝑴𝑴(𝒌𝒌)],  где 

       𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐                     𝑴𝑴(𝒌𝒌) = 𝐝𝐝𝐦𝐦𝐦𝐦
𝒑𝒑∈[−𝛑𝛑,𝛑𝛑] 𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) = 𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌

𝟐𝟐 . 

  Длина этого отрезка 𝝎𝝎(𝒌𝒌) = 𝑴𝑴(𝒌𝒌) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝒌𝒌
𝟐𝟐   называется шириной 

непрерывного спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌). Ширина 𝝎𝝎(𝒌𝒌)  есть четная функция, убывающая 

на  интервале  [𝟎𝟎; 𝝅𝝅]. Она обращается  в  нуль,  когда  полный  квазиимпульс   𝒌𝒌  принимает 

максимальное значение 𝝅𝝅. В этом случае оператор 𝑯𝑯(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝑽𝑽 имеет собственные 

значения вида 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅) = 𝟐𝟐 − �̂�𝒗(𝒏𝒏), 𝒏𝒏 ∈ ℕ. Собственному значению 𝒛𝒛𝒏𝒏(𝝅𝝅), 𝒏𝒏 ∈ ℕ, 

соответствует нормированная собственная функция 

𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑) = 𝐬𝐬𝐝𝐝𝐦𝐦(𝒏𝒏𝒑𝒑)
√𝝅𝝅 , 𝒏𝒏 ∈ ℕ.                                                                       (1) 

  В силу  теоремы  Гильберта–Шмидта ядро (𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) интегрального 

оператора 

𝑽𝑽  представляется в виде 

(𝟐𝟐𝝅𝝅)−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒗𝒗(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗(𝒏𝒏)

∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏
𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒). 

  Из самосопряженности оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) и положительности оператора 𝑽𝑽  вытекает, 

что 𝝈𝝈(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ∩ (𝑴𝑴(𝒌𝒌); ∞) = ∅, поэтому 𝛔𝛔𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒌𝒌(𝑯𝑯(𝒌𝒌)) ⊂  (−∞;  𝒎𝒎(𝒌𝒌)).  Через 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 

обозначается число собственных значений оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌),     лежащих левее точки  

𝒛𝒛 ≤ 𝒎𝒎(𝒌𝒌), т.е. 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝒏𝒏 − 𝒛𝒛; −𝑯𝑯(𝒌𝒌)).  Для простоты 𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌))   обозначим через 𝑵𝑵(𝒌𝒌). 

Число 𝑵𝑵(𝒌𝒌) фактически совпадает с числом собственных значений вне непрерывного 

 
Для простоты N(k, m (k)) обозначим через N(k). Число N(k) фактически со-
впадает с числом собственных значений вне непрерывного спектра операто-
ра H(k). Для любого k ∈ T и z < m(k) мы определим интегральные операторы

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

где 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 – резольвента невозмущенного оператора H0(k). При условии

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 оператор 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 принад-
лежит классу со следом Σ1, следовательно, 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

. Из представления 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 следует его положительность и принадлежность 
классу Σ1 при всех k ∈ T и z < m(k). Кроме того, имеет место принцип Бир-
мана-Швингера

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

  при всех  

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

.                     (2)
Решение f  уравнения Шредингера 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

                                                   (3)

и неподвижные точки φ оператора G (k, z) связаны соотношениями

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

                                  (4)

Лемма 1. Число z < m(k) является собственным значением оператора 
H(k) тогда и только тогда, когда число λ = 1 есть собственное значение 
оператора G (k, z).

Доказательство. Пусть ненулевое значение 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 является ре-
шением уравнения (3). Введя обозначение 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 
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                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    
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𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)
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𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 Учитывая 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

, 
мы получим, что уравнение

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

                                               (5)
имеет ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет ненулевое ре-
шение 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 то функция f, построенная в (4), отлична от нуля, удовлет-
воряет уравнению Шредингера (3) и принадлежит 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

. Лемма доказана.
Из доказательства леммы 1 следует, что 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

                     (6)
Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор
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спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 Пользуясь представлением

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

запишем ядро интегрального оператора Q (k) в виде

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

                       (7)

Здесь 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 – ядро интегрального оператора 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                           

 оно равно 

спектра оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌).  Для любого 𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) мы определим интегральные 

операторы 

 

                         𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐,    𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒓𝒓𝟎𝟎

𝟏𝟏
𝟐𝟐 (𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐                             

где 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) – резольвента невозмущенного оператора  𝑯𝑯𝟎𝟎(𝒌𝒌).  При условии       

  �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ,   𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥
|𝒙𝒙|→∞

|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐     оператор  𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐  принадлежит  классу  

со  следом  ∑𝟏𝟏,  следовательно, 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) ∈ ∑𝟏𝟏.  Из представления  

 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = (𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) следует  его  положительность  и  принадлежность классу 

 ∑𝟏𝟏  при всех  𝒌𝒌 ∈ 𝜯𝜯 и  𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Кроме того, имеет место принцип Бирмана-Швингера 

                   𝑵𝑵(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) = 𝒏𝒏(𝟏𝟏, 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛))  при всех      𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) .                                                    (2) 

  Решение 𝒇𝒇  уравнения Шредингера  

                                                        𝑯𝑯(𝒌𝒌)𝒇𝒇 = 𝒛𝒛𝒇𝒇                                                                    (3)    

и неподвижные точки 𝝋𝝋   оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) связаны соотношениями 

                             𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋,     𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 .                                                                       (4) 

       Лемма 1. Число 𝒛𝒛 < 𝒎𝒎(𝒌𝒌) является собственным значением оператора 𝑯𝑯(𝒌𝒌) тогда и 

только тогда, когда число  𝝀𝝀 = 𝟏𝟏 есть собственное значение оператора 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛). 

       Доказательство. Пусть ненулевое значение 𝒇𝒇 ∈ 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯)   является решением уравнения 

(3). Введя обозначение 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, из (3) получим 𝒇𝒇 = 𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋, следовательно, 

 𝑽𝑽
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒓𝒓𝟎𝟎(𝒌𝒌, 𝒛𝒛)𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝋𝝋. Учитывая 𝝋𝝋 = 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐𝒇𝒇, мы получим, что уравнение 

                                                  𝝋𝝋 = 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) 𝝋𝝋                                                                         (5) 

имеет  ненулевое решение. Обратно, если уравнение (5) имеет  ненулевое решение 𝝋𝝋 ∈
𝑳𝑳𝟐𝟐

−(𝜯𝜯),  то  функция  𝒇𝒇,  построенная  в  (4),  отлична  от  нуля,  удовлетворяет уравнению 

Шредингера (3) и принадлежит 𝑳𝑳𝟐𝟐
−(𝜯𝜯).  Лемма доказана. 

        Из доказательства леммы 1 следует, что    

                       𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐻𝐻(𝑘𝑘) − 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺(𝑘𝑘, 𝑧𝑧) − 𝑧𝑧).                                                   (6) 

        Теперь изучим, какими свойствами обладает предельный оператор 

 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌). Пользуясь представлением 

𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑) − 𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟏𝟏
𝟒𝟒 𝝎𝝎(𝒌𝒌)𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑) 

запишем ядро интегрального оператора 𝑸𝑸(𝒌𝒌) в виде 

                            𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝒌𝒌(𝒑𝒑)−𝒎𝒎(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌)

𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑−𝒒𝒒)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)  .                                                       (7)                     

  Здесь 𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) – ядро интегрального оператора 𝑽𝑽

𝟏𝟏
𝟐𝟐, оно равно   

                          𝒗𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒑𝒑 − 𝒒𝒒) = ∑ �̂�𝒗𝟏𝟏/𝟐𝟐(𝒏𝒏)∞

𝒏𝒏=𝟏𝟏 𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒒𝒒) .                                                                                 (8)

где φn определяется по формуле (1). Из (7) и равенства ω (0) = 4 следует, что

(8) 

где 𝝋𝝋𝒏𝒏  определяется по формуле (1). Из (7) и равенства 𝝎𝝎(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒 следует, что 

 

𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒), 

откуда вытекает операторное равенство   

                                                           𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎)                                                           (9) 

Легко  проверить,  что  действия  оператора  𝑸𝑸(𝟎𝟎) на  элементы  ортонормированного 

базиса {𝝋𝝋𝒏𝒏  }𝟏𝟏
∞  равны (см. (7) и (8)) 

                          (𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏)(𝒑𝒑) = �̂�𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒏𝒏)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)   .                                                                             (10) 

  Из (10) вытекает неравенство  

‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖𝟐𝟐 ≤ 𝑪𝑪�̂�𝒗(𝒏𝒏)𝒏𝒏 

при некотором 𝑪𝑪 > 𝟎𝟎 и для всех 𝒏𝒏 ∈ ℕ. При условии �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ, 
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

|𝒙𝒙|→∞
|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐  последовательность {‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖} ∈ 𝒍𝒍𝟐𝟐.  Поэтому  𝑸𝑸(𝟎𝟎)  
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                                      𝑮𝑮(𝒌𝒌) ≡ (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒
𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑮𝑮(𝟎𝟎).                                                 (11) 

  Кроме того, 𝑮𝑮(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟏𝟏  для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅). В работе [11] доказана более 

общая теорема, из которой следует 

                               𝑵𝑵(𝒌𝒌) ≥ 𝒏𝒏(𝝎𝝎(𝒌𝒌), 𝑽𝑽) = 𝒏𝒏(𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒌𝒌
𝟐𝟐 , 𝑽𝑽) .                                                     (12) 
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(8) 

где 𝝋𝝋𝒏𝒏  определяется по формуле (1). Из (7) и равенства 𝝎𝝎(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒 следует, что 

 

𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒), 

откуда вытекает операторное равенство   

                                                           𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎)                                                           (9) 

Легко  проверить,  что  действия  оператора  𝑸𝑸(𝟎𝟎) на  элементы  ортонормированного 

базиса {𝝋𝝋𝒏𝒏  }𝟏𝟏
∞  равны (см. (7) и (8)) 

                          (𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏)(𝒑𝒑) = �̂�𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒏𝒏)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)   .                                                                             (10) 

  Из (10) вытекает неравенство  

‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖𝟐𝟐 ≤ 𝑪𝑪�̂�𝒗(𝒏𝒏)𝒏𝒏 

при некотором 𝑪𝑪 > 𝟎𝟎 и для всех 𝒏𝒏 ∈ ℕ. При условии �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ, 
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

|𝒙𝒙|→∞
|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐  последовательность {‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖} ∈ 𝒍𝒍𝟐𝟐.  Поэтому  𝑸𝑸(𝟎𝟎)  

принадлежит  классу  Гильберта–Шмидта  ∑𝟐𝟐.  Отсюда  и  из  (9)  следует,  что   

𝑸𝑸(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟐𝟐   при  каждом  𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅).   Можно  показать, что при каждом    𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) 

оператор 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) равномерно сходится к предельному оператору 𝑸𝑸(𝒌𝒌) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) при 

𝒛𝒛 → 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) обозначим через 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑮𝑮(𝒌𝒌) положительный 

оператор (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌). Из равенства (9) следует, что 

                                      𝑮𝑮(𝒌𝒌) ≡ (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒
𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑮𝑮(𝟎𝟎).                                                 (11) 

  Кроме того, 𝑮𝑮(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟏𝟏  для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅). В работе [11] доказана более 

общая теорема, из которой следует 

                               𝑵𝑵(𝒌𝒌) ≥ 𝒏𝒏(𝝎𝝎(𝒌𝒌), 𝑽𝑽) = 𝒏𝒏(𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒌𝒌
𝟐𝟐 , 𝑽𝑽) .                                                     (12) 
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 последовательность 

(8) 

где 𝝋𝝋𝒏𝒏  определяется по формуле (1). Из (7) и равенства 𝝎𝝎(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒 следует, что 

 

𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒), 

откуда вытекает операторное равенство   

                                                           𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎)                                                           (9) 

Легко  проверить,  что  действия  оператора  𝑸𝑸(𝟎𝟎) на  элементы  ортонормированного 

базиса {𝝋𝝋𝒏𝒏  }𝟏𝟏
∞  равны (см. (7) и (8)) 

                          (𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏)(𝒑𝒑) = �̂�𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒏𝒏)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)   .                                                                             (10) 

  Из (10) вытекает неравенство  

‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖𝟐𝟐 ≤ 𝑪𝑪�̂�𝒗(𝒏𝒏)𝒏𝒏 

при некотором 𝑪𝑪 > 𝟎𝟎 и для всех 𝒏𝒏 ∈ ℕ. При условии �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ, 
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

|𝒙𝒙|→∞
|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐  последовательность {‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖} ∈ 𝒍𝒍𝟐𝟐.  Поэтому  𝑸𝑸(𝟎𝟎)  

принадлежит  классу  Гильберта–Шмидта  ∑𝟐𝟐.  Отсюда  и  из  (9)  следует,  что   

𝑸𝑸(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟐𝟐   при  каждом  𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅).   Можно  показать, что при каждом    𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) 

оператор 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) равномерно сходится к предельному оператору 𝑸𝑸(𝒌𝒌) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) при 

𝒛𝒛 → 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) обозначим через 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑮𝑮(𝒌𝒌) положительный 

оператор (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌). Из равенства (9) следует, что 

                                      𝑮𝑮(𝒌𝒌) ≡ (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒
𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑮𝑮(𝟎𝟎).                                                 (11) 

  Кроме того, 𝑮𝑮(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟏𝟏  для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅). В работе [11] доказана более 

общая теорема, из которой следует 

                               𝑵𝑵(𝒌𝒌) ≥ 𝒏𝒏(𝝎𝝎(𝒌𝒌), 𝑽𝑽) = 𝒏𝒏(𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒌𝒌
𝟐𝟐 , 𝑽𝑽) .                                                     (12) 
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 По-

этому Q (0) принадлежит классу Гильберта–Шмидта Σ2. Отсюда и из (9) 
следует, что 

(8) 

где 𝝋𝝋𝒏𝒏  определяется по формуле (1). Из (7) и равенства 𝝎𝝎(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒 следует, что 

 

𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒), 

откуда вытекает операторное равенство   

                                                           𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎)                                                           (9) 

Легко  проверить,  что  действия  оператора  𝑸𝑸(𝟎𝟎) на  элементы  ортонормированного 

базиса {𝝋𝝋𝒏𝒏  }𝟏𝟏
∞  равны (см. (7) и (8)) 

                          (𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏)(𝒑𝒑) = �̂�𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒏𝒏)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)   .                                                                             (10) 

  Из (10) вытекает неравенство  

‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖𝟐𝟐 ≤ 𝑪𝑪�̂�𝒗(𝒏𝒏)𝒏𝒏 

при некотором 𝑪𝑪 > 𝟎𝟎 и для всех 𝒏𝒏 ∈ ℕ. При условии �̂�𝒗(𝒙𝒙) = �̂�𝒗(−𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∈ ℤ, 
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥

|𝒙𝒙|→∞
|𝒙𝒙|𝜶𝜶�̂�𝒗(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎, 𝜶𝜶 > 𝟐𝟐  последовательность {‖𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏‖} ∈ 𝒍𝒍𝟐𝟐.  Поэтому  𝑸𝑸(𝟎𝟎)  

принадлежит  классу  Гильберта–Шмидта  ∑𝟐𝟐.  Отсюда  и  из  (9)  следует,  что   

𝑸𝑸(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟐𝟐   при  каждом  𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅).   Можно  показать, что при каждом    𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) 

оператор 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒛𝒛) равномерно сходится к предельному оператору 𝑸𝑸(𝒌𝒌) ≡ 𝑸𝑸(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) при 

𝒛𝒛 → 𝒎𝒎(𝒌𝒌). Для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅) обозначим через 𝑮𝑮(𝒌𝒌, 𝒎𝒎(𝒌𝒌)) ≡ 𝑮𝑮(𝒌𝒌) положительный 

оператор (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌). Из равенства (9) следует, что 

                                      𝑮𝑮(𝒌𝒌) ≡ (𝑸𝑸(𝒌𝒌))∗𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟒𝟒
𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑮𝑮(𝟎𝟎).                                                 (11) 

  Кроме того, 𝑮𝑮(𝒌𝒌) ∈ ∑𝟏𝟏  для любого 𝒌𝒌 ∈ (−𝝅𝝅, 𝝅𝝅). В работе [11] доказана более 

общая теорема, из которой следует 

                               𝑵𝑵(𝒌𝒌) ≥ 𝒏𝒏(𝝎𝝎(𝒌𝒌), 𝑽𝑽) = 𝒏𝒏(𝟒𝟒 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒌𝒌
𝟐𝟐 , 𝑽𝑽) .                                                     (12) 
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 при каждом 

(8) 

где 𝝋𝝋𝒏𝒏  определяется по формуле (1). Из (7) и равенства 𝝎𝝎(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒 следует, что 

 

𝑸𝑸(𝒌𝒌; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎; 𝒑𝒑, 𝒒𝒒), 

откуда вытекает операторное равенство   

                                                           𝑸𝑸(𝒌𝒌) = 𝟐𝟐
√𝝎𝝎(𝒌𝒌) 𝑸𝑸(𝟎𝟎)                                                           (9) 

Легко  проверить,  что  действия  оператора  𝑸𝑸(𝟎𝟎) на  элементы  ортонормированного 

базиса {𝝋𝝋𝒏𝒏  }𝟏𝟏
∞  равны (см. (7) и (8)) 

                          (𝑸𝑸(𝟎𝟎)𝝋𝝋𝒏𝒏)(𝒑𝒑) = �̂�𝒗
𝟏𝟏
𝟐𝟐(𝒏𝒏)𝝋𝝋𝒏𝒏(𝒑𝒑)

√𝜺𝜺𝟎𝟎(𝒑𝒑)   .                                                                             (10) 
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совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин  
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1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
1,2, … , 𝑛𝑛 , нормальная, т. е. определяется по формуле  

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1

√(2𝜋𝜋)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝐾𝐾

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2 (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝐾𝐾

−1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)} 

где 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) ;  𝑎𝑎  — вектор средних значений процесса с 

компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 
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1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
1,2, … , 𝑛𝑛 , нормальная, т. е. определяется по формуле  

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1

√(2𝜋𝜋)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝐾𝐾

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2 (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝐾𝐾

−1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)} 

где 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) ;  𝑎𝑎  — вектор средних значений процесса с 

компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

 нормальная, т. е. определяется по формуле 
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равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 
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𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1
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адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

где 

О некоторых свойствах гауссовских случайных процессов 

 

Эргашев Шарофитдин 
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1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
1,2, … , 𝑛𝑛 , нормальная, т. е. определяется по формуле  

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1

√(2𝜋𝜋)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝐾𝐾

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2 (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝐾𝐾

−1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)} 

где 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) ;  𝑎𝑎  — вектор средних значений процесса с 

компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

 — вектор средних значе-
ний процесса с компонентами 
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компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 
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2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

 
-корреляционная  матрица  процесса размером nxn с элементами, равными  
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1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
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компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

О некоторых свойствах гауссовских случайных процессов 

 

Эргашев Шарофитдин 

Самаркандский государственный университет имени Шарафа Рашидова, Самарканд, 

Узбекистан 

 

1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
1,2, … , 𝑛𝑛 , нормальная, т. е. определяется по формуле  

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1

√(2𝜋𝜋)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝐾𝐾

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2 (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝐾𝐾

−1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)} 

где 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) ;  𝑎𝑎  — вектор средних значений процесса с 

компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗
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𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен после-
довательностью  характеристических функций
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1. Определение. Случайный процесс   (𝑡𝑡) называется гауссовским, если 

совместная плотность вероятности любой конечной совокупности величин   𝑘𝑘 = (𝑡𝑡𝑘𝑘), 𝑘𝑘 =
1,2, … , 𝑛𝑛 , нормальная, т. е. определяется по формуле  

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 1

√(2𝜋𝜋)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝐾𝐾

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2 (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝐾𝐾

−1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)} 

где 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) ;  𝑎𝑎  — вектор средних значений процесса с 

компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   

Конечно, гауссовский случайный процесс может быть определен 

последовательностью  характеристических функций 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1

2 ∑ ∑ 𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

О некоторых свойствах гауссовских случайных процессов 
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компонентами 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝑚𝑚1{(𝑡𝑡𝑘𝑘)} , 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  𝐾𝐾  -
корреляционная  матрица  процесса размером 𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 с элементами, 

равными  корреляционной  функции центрированного процесса в моменты времени 𝑡𝑡𝑖𝑖  и 

𝑡𝑡𝑗𝑗 , 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 =  1, 𝑛𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐾𝐾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = 𝑚𝑚1{[(𝑡𝑡𝑖𝑖) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑖𝑖)][(𝑡𝑡𝑗𝑗) − 𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑗𝑗)]}   
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𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ) = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣} = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒 {𝑖𝑖 ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 − 1
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𝑗𝑗=1
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𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
} 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности. 

Модель гауссовского случайного процесса широко используется в естествознании и 

технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный процесс является 

адекватной математической моделью активных и пассивных помех, атмосферных и 

космических шумов, каналов с замиранием, с многолучевым распространением, групповых 

сигналов в многоканальных системах. Флуктуационные шумы приемных устройств, 

обусловленные дробовым эффектом и тепловым движением электронов, также 

подчиняются нормальному закону распределения. Адекватность модели 

гауссовского случайного процесса многим реальным помехам и сигналам и ее 

которая получается -кратным преобразованием Фурье от плотности.
Модель гауссовского случайного процесса широко используется в есте-

ствознании и технике. В радиотехнике и связи гауссовский случайный про-
цесс является адекватной математической моделью активных и пассивных 
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помех, атмосферных и космических шумов, каналов с замиранием, с много-
лучевым распространением, групповых сигналов в многоканальных систе-
мах. Флуктуационные шумы приемных устройств, обусловленные дробовым 
эффектом и тепловым движением электронов, также подчиняются нормаль-
ному закону распределения. Адекватность модели гауссовского случайного 
процесса многим реальным помехам и сигналам и ее универсальность объ-
ясняются во многих случаях действием центральной предельной теоремы 
теории вероятностей.

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта мо-
дель полностью определяется заданием среднего значения 

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

 и корреля-
ционной функции 

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

 случайного процесса.
2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский 

случайный процесс стационарен в широком смысле, то средние значения ak 
= a  постоянны, а корреляционная функция 

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

  зависит не от двух 
переменных t1 и t2, а только от их разности τ = t2 − t1 При этом распределение 
вероятностей  гауссовского процесса не меняется для любого сдвига группы 
точек t1 , t2 ..., tn вдоль оси времени на постоянное значение. Иначе говоря, 
при выполнении указанных условий гауссовский случайный процесс явля-
ется строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 
смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в уз-
ком смысле.

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гаус-
совского процесса представляется в следующей скалярной форме

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

где σ2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы Rξ элементы ко-
торой Rik = 

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

 представляют значения 
нормированной корреляционной функции, а Dik - алгебраические дополне-
ния элемента Rik в матрице Rξ.

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского 
случайного процесса

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2𝐷𝐷 ∑ ∑ 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘(𝑒𝑒𝑖𝑖 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒𝑘𝑘 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
− 𝜎𝜎2

2 ∑ ∑ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
} 

Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  
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Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и ха-
рактеристические функции стационарного гауссовского процесса

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 

процесса представляется в следующей скалярной форме 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝐷𝐷−1/2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
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где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 

Многомерная характеристическая функция стационарного гауссовского случайного 

процесса 
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Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 
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2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

универсальность объясняются во многих случаях действием центральной предельной 

теоремы теории вероятностей. 

Из определения  гауссовского случайного процесса следует, что эта модель 

полностью определяется заданием среднего значения 𝑎𝑎(𝑡𝑡)   и корреляционной 

функции  𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  случайного процесса. 

2. Стационарный гауссовский случайный процесс. Если гауссовский случайный 

процесс стационарен в широком смысле, то средние значения 𝑎𝑎𝑘𝑘  = 𝑎𝑎  постоянны, 

а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 
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где 𝜎𝜎2 — дисперсия процесса, D — детерминант матрицы 𝑅𝑅   элементы которой 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 =
𝑅𝑅𝑘𝑘𝑖𝑖 = 𝑅𝑅(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖) = 𝐵𝐵(𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑖𝑖)/𝐵𝐵(0)     представляют значения 

нормированной корреляционной функции,  а 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑘𝑘 - 

алгебраические дополнения элемента  𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘 в матрице 𝑅𝑅   . 
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а корреляционная функция 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)  зависит не от двух переменных 𝑡𝑡1 и 𝑡𝑡2  , а только от 

их разности   = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1 При этом распределение вероятностей  гауссовского процесса не 

меняется для любого сдвига группы точек 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 вдоль оси времени на постоянное 

значение. Иначе говоря, при выполнении указанных условий гауссовский случайный 

процесс является строго стационарным. Таким образом, из стационарности в широком 

смысле гауссовского случайного процесса следует его стационарность в узком смысле. 

Плотность вероятности произвольного  n-го порядка стационарного гауссовского 
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𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝜏𝜏1, 𝜏𝜏2, … , 𝜏𝜏𝑛𝑛−1 ) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {𝑖𝑖𝑎𝑎 ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘
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Выпишем отдельно одномерную и двумерную плотности вероятности и 

характеристические функции стационарного гауссовского процесса 

𝜔𝜔1(𝑒𝑒) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑒𝑒 − 𝑎𝑎)2} , 𝜔𝜔2(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝜏𝜏)

= 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2√1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)

∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2[1 − 𝑅𝑅2(𝜏𝜏)] [(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)2 − 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)(𝑒𝑒1 − 𝑎𝑎)(𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎) + (𝑒𝑒2 − 𝑎𝑎)2]},  

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2
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= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  
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0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 
перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерыв-
ность его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла 

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

.

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые 
два значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты 
времени некоррелированы, то 

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

 и тогда матрица    
-диагональная с элементами Rii по диагонали. Поэтому в (5.11) следует под-
ставить значения

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

В этом случае плотность вероятности n-го порядка гауссовского процес-
са

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 
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𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей рас-
пределения, что соответствует независимости значений процесса в любые 
два момента времени.

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с некор-
релированными значениями является также процессом с независимыми зна-
чениями.
Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложе-
нии представляют, следовательно, совокупность независимых случайных 
величин.

4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комби-
нация гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процес-
са или любое другое линейное преобразование снова приводит к гауссовско-
му процессу (или к гауссовской случайной величине) 

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

𝜃𝜃1(𝑣𝑣) = exp (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣 − 𝜎𝜎2𝑣𝑣2

2 ) 

𝜃𝜃2(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝜏𝜏) = exp [𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) − 𝜎𝜎2(𝑣𝑣1
2 + 2𝑅𝑅(𝜏𝜏)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣2

2)
2 ] 

Отметим, что достаточным условием эргодичности и условием сильного 

перемешивания стационарного гауссовского процесса является непрерывность 

его спектральной плотности мощности, т. е. ограниченность интеграла   ∫ |𝑅𝑅(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝜏𝜏∞
0   . 

3. Гауссовский процесс с независимыми значениями. Если любые два 

значения гауссовского случайного процесса в несовпадающие моменты времени 

некоррелированы, то 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 при 𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘 и тогда матрица 𝑅𝑅   -диагональная с 

элементами 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 по диагонали. Поэтому в (5.11) следует подставить значения 

𝐷𝐷 = 1, 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = {  1,   𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,
0,      𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘         

В этом случае плотность вероятности   n-го  порядка гауссовского процесса 

 

𝜔𝜔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = (2𝜋𝜋𝜎𝜎2)−𝑛𝑛/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 ∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
}

= ∏(2𝜋𝜋𝜎𝜎2)1/2𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 {− 1
2𝜎𝜎2 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑖𝑖)2}

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

т. е. является произведением  n  одномерных нормальных плотностей распределения, что 

соответствует независимости значений процесса в любые два момента времени. 

Таким образом, стационарный гауссовский случайный процесс с 

некоррелированными значениями является также процессом с независимыми значениями. 

Координаты нормального случайного процесса в ортогональном разложении 

представляют,       следовательно, совокупность независимых случайных величин. 

  4. Линейное преобразование гауссовского процесса. Линейная комбинация 

гауссовских процессов, производная и интеграл гауссовского процесса или любое 

другое линейное преобразование снова приводит к гауссовскому процессу (или к 

гауссовской случайной величине)  

Рассмотрим линейную комбинацию гауссовских случайных процессов  𝑖𝑖(𝑡𝑡) 

(𝑡𝑡) = ∑[𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠𝑖𝑖(𝑡𝑡)] 

(где (где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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 - заданные функции), которая представляет также гаус-
совский случайный процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреля-
ционные и взаимные корреляционные функции гауссовских процессов 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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, то нетрудно определить распределение любого порядка 
случайного процесса 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процес-
сов 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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1. Бородин А.Н. Случайные процессы:Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

2. Дьяков Б.Н. Случайные процессы: Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

3. Игнатов А.Н. Случайные процессы-от теории к практике.:Учебное пособие.-СПб: 

Лань, 2016.-320 с.  

4. Прохоров А.В.Задачи по теории вероятностей: Основные понятия. Предельные 

теоремы. Случайные процессы./А.В.Прохоров. - М.: КДУ, 2009. -328 с. 

 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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 — их средние, корреляционные и взаимные кор-
реляционные функции соответственно. Используя матричное представле-
ние характеристической функции, можно в компактном виде представить 
2n -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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и 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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где 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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 a — вектор-столбец 
средних значений 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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 матрица ковариаций слу-
чайных величин 

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 
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независимы. 

Список литературы: 

1. Бородин А.Н. Случайные процессы:Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

2. Дьяков Б.Н. Случайные процессы: Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

3. Игнатов А.Н. Случайные процессы-от теории к практике.:Учебное пособие.-СПб: 

Лань, 2016.-320 с.  

4. Прохоров А.В.Задачи по теории вероятностей: Основные понятия. Предельные 

теоремы. Случайные процессы./А.В.Прохоров. - М.: КДУ, 2009. -328 с. 

 

 
имеет вид

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣), где 

𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1 = 𝑢𝑢1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛) 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1
+ 𝑎𝑎2

, 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾1
+ 𝐾𝐾12

+ 𝐾𝐾21
+ 𝐾𝐾2

. 

Если два гауссовских процесса некоррелированы, т. е. их взаимные корреляционные 

функции равны нулю, то из приведенных соотношений следует, что эти процессы 

независимы. 

Список литературы: 

1. Бородин А.Н. Случайные процессы:Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

2. Дьяков Б.Н. Случайные процессы: Учебное пособие.-СПб:Лань, 2013.-640 с. 

3. Игнатов А.Н. Случайные процессы-от теории к практике.:Учебное пособие.-СПб: 

Лань, 2016.-320 с.  

4. Прохоров А.В.Задачи по теории вероятностей: Основные понятия. Предельные 

теоремы. Случайные процессы./А.В.Прохоров. - М.: КДУ, 2009. -328 с. 

 

 где

(где 𝑐𝑐𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑠𝑠𝑘𝑘(𝑡𝑡) - заданные функции), которая представляет также гауссовский случайный 

процесс. Если заданы средние, дисперсии, корреляционные и взаимные корреляционные 

функции гауссовских процессов 𝑘𝑘(𝑡𝑡), 𝑘𝑘 = 1, 𝑛𝑛 , то нетрудно определить распределение 

любого порядка случайного процесса (𝑡𝑡) 

Для примера рассмотрим сумму двух гауссовских случайных процессов     (𝑡𝑡) =
1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) и пусть 𝑎𝑎1

(𝑡𝑡), 𝑎𝑎2
(𝑡𝑡), 𝐵𝐵1

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵2
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) , 𝐵𝐵12

(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 𝐵𝐵21
(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)     — их 

средние, корреляционные и взаимные корреляционные функции соответственно. 

Используя матричное представление характеристической функции, можно в компактном 

виде представить 2𝑛𝑛 -мерную  совместную характеристическую функцию процессов 1(𝑡𝑡)) 

и 2(𝑡𝑡) 

𝜃𝜃2𝑛𝑛(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎𝑣𝑣 − 1
2 𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣)) 

где v= (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛  ), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛),  a — вектор-

столбец средних значений [𝑎𝑎1
(𝑡𝑡1), … , 𝑎𝑎𝑛𝑛

(𝑡𝑡𝑛𝑛)], 𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)-матрица 

ковариаций случайных величин 1(𝑡𝑡𝑖𝑖)) и 2(𝑡𝑡𝑗𝑗) причем 

𝐾𝐾(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = (
𝐾𝐾1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)

𝐾𝐾21
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) 𝐾𝐾2

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) ) 

𝐾𝐾1
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵1

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ , 𝐾𝐾12
(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗) = ‖𝐵𝐵12

(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑗𝑗)‖ 

Тогда n-мерная характеристическая функция суммы  (𝑡𝑡) = 1(𝑡𝑡) + 2(𝑡𝑡) имеет вид 

𝜃𝜃(𝑣𝑣, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑖𝑖𝑎𝑎 − 1
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Аннотация. Основным источником принятие эффективных 
управленческих решений в сфере земельного законодательства РФ в первую 
очередь зависит от точности и научной обоснованности данных ЕГРН 
о качественном, количественном состоянии земель и происходящих на 
данных территориях изменениях. Для таких целей применяется мониторинг 
земель. В своей статье авторами проводится анализ мониторинга земель 
на территории примере Волоколамского района Московской области

Ключевые слова: объекты недвижимости, мониторинг земель, кадастр 
недвижимости, земельные участки, Росреестр.

LAND MONITORING ON THE EXAMPLE 
VOLOKOLAMSKY DISTRICT MOSCOW REGION

Annotation. The main source of effective management decisions in the field of 
land legislation of the Russian Federation, it primarily depends on the accuracy 
and scientific validity of EGRN data on the qualitative, quantitative state of land 
and changes taking place in these areas. For such purposes, land monitoring is 
used. In their article, the authors analyze land monitoring on the territory of the 
example of the Volokolamsky district of the Moscow region

Keywords: real estate objects, land monitoring, real estate cadastre, land 
plots, Rosreestr.
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В своей работе авторами проанализированы процедура проведения и 
осуществления мониторинга земель, информационного взаимодействия и 
предоставления сведений Единого государственного реестра недвижимости 
(ЕГРН) на территории Волоколамского района Московской области 

Мониторинг земель является системой наблюдений за состоянием земель 
для целей своевременного выявления различных изменений, их оценки, а 
также предупреждения и устранения последствий негативных процессов
(ст. 67 Земельного кодекса РФ). 

Согласно положениям Земельного кодекса РФ, государственный мони-
торинг земель в зависимости от целей наблюдения и территориального ох-
вата может быть: 

- федеральным, охватывающим всю территорию РФ; 
- региональным, охватывающим территории, ограниченные физико-гео-

графическими, экономическими, административными и иными границами; 
- локальным (местным), ведущимся на объектах ниже регионального 

уровня, вплоть до территорий отдельных землепользователей, землевла-
дельцев, собственников и арендаторов земельных участков. 

Своевременное выявление изменений состояния земель, оценка и про-
гнозирование этих изменений, выработка предложений о предотвращении 
негативного воздействия на земли, об устранении последствий такого воз-
действия является одной из важных задач при проведении государственного 
мониторинга земель (п. 2 ст. 67 Земельного кодекса РФ).

Для целей всестороннего наблюдения и получения актуальной инфор-
мации в проведение работ по мониторингу земель входит следующие на-
правления: 

- изучение процессов, связанных с изменением плодородия почв (опу-
стынивание, развитие эрозии, потеря гумуса, заболачивание, засоление);

- исследование процессов зарастания сельскохозяйственных земель сор-
няками и кустарником;

- наблюдение за загрязнением земель пестицидами, тяжелыми металлами 
и другими веществами;

- наблюдение за процессами образования оврагов, оползней и других 
природных явлений;

- наблюдение за состоянием земель, занятых хозяйственными объектами, 
включая места захоронения токсичных промышленных отходов и радиоак-
тивных материалов. 

Авторами при анализе работ по мониторингу состояния и использования 
земель на территории Волоколамского района Московской области прово-
дилось наблюдение за использованием земель и земельных участков в соот-
ветствии с их целевым назначением, а также выявление современного состо-
яния и динамики изменения площадей земель, подверженных воздействию 
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негативных процессов на объекте работ.
Так было выявлено, что основным источником загрязнения окружающей 

среды Волоколамского района является полигон твердых коммунальных от-
ходов «Ядрово». В настоящее время полигон ТБО «Ядрово» не используется. 
При проведении работ по сбору материала и данных ЕГРН для мониторинга 
состояния земель авторами получена информация о современном развитии 
негативных процессов на территории объекта и их динамике развития и вли-
яния. Наиболее развитыми негативными процессами на территории объекта 
работ являются: переувлажнение, заболачивание, подтопление и эрозия. В 
таблице 1 представлена сводка выявленных негативов на территории Воло-
коламского района Московской области.

Таблица 1.
«Сводка выявленных негативов на территории Волоколамского района 

Московской области»

Вид негативного фактора Количество 
участков

Площадь 
участков, 

га

% от общей площади 
обследуемой 
территории

Заболачивание слабое 10 117 0.08%

Заболачивание среднее 30 595 0.41%

Заболачивание сильное 51 858 0.59%

Переувлажнение слабое 4 111 065 76.47%

Переувлажнение среднее 33 724 0.50%

Переувлажнение сильное 9 294 0.20%

Подтопление слабое 13 144 0.10%

Подтопление среднее 19 242 0.17%

Подтопление сильное 25 915 0.63%

Линейная эрозия 3 5882 4.05%

Полигоны ТБО 1 40 0.03%

Торфоразработки, карьеры, 
свалки, строительство, 
вырубки

89 2454 1.69%

Всего: 287 123 330 84.92%
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Площадь участков, занятых негативными факторами и процессами со-
ставляет 123 330 га, из всей площади объекта исследуемых работ 145 237 га 
или 84,94% обследуемой территории.

Авторами при проведении мониторинга земель выявлен наиболее рас-
пространенный вид негативного процесса: переувлажнение почв (слабое, 
среднее и сильное), площадь которых составляет 112,08 тыс.га, что состав-
ляет 77,17% территории объекта работ. Рассматриваемые участки располо-
жены на плоских, слабовыраженных понижениям водоразделов, долинах 
речек, подножья склонов. 

Также среди негативных факторов процесса выявлены линейная эрозия, 
площадь составила 5,88 тыс.га, что составило 4,05% территории объекта ра-
бот. Линейная эрозия проявляется на крутых и обрывистых склонах, скатах, 
бровках к долинам рек и ручьев. Указанный вид негативного процесса рас-
пространен на дерновых почвах. 

Следующим по распространению из негативных процессов выявлено за-
болачивание почв (слабое, среднее и сильное), площадь которого составляет 
1,54 тыс.га или 1,08% территории объекта работ. 

Немаловажным по распространению негативного процесса на указанной 
территории является подтопление почв (слабое, среднее и сильное), площадь 
такого процесса составила 1,30 тыс.га или 0,90% территории объекта работ.

В результате общего анализа при осуществлении мониторинга земель с 
целью выявления признаков нарушения земельного законодательства РФ 
было проанализировано 114 579 земельных участков. При этом с признака-
ми нарушения земельного законодательства РФ общее количество земель-
ных участков составило 2768, из них 80 участков предназначены для жи-
лищного или иного строительства.

В дальнейшем полученные данные в ходе проведения мониторинга бу-
дут использоваться для информационного обеспечения ЕГРН и деятель-
ности органов государственной власти, органов местного самоуправления, 
юридических лиц и граждан (ст. 67 Земельного кодекса РФ).
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Введение 
Современное изменение климата является одной из главных проблем 

человечества в XXI веке [1,2]. Основным инструментом для исследования 
и особенно для будущей оценки этих изменений климата являются физи-
ко-математические модели общей циркуляции атмосферы и океана (МО-
ЦАО), которых в рамках проектов CMIP5/CMIP6 насчитывается уже более 
50 [3,4]. Эти модели имеют разное разрешение (число узлов сетки по широте 
и долготе и уровней по высоте в атмосфере и глубине в океане) и различные 
схемы определения характеристик климата в явных конструкциях и параме-
тризацию на внутрисеточном масштабе [5—7]. В результате возникает не-
определенность как в воссоздании современного климата по разным клима-
тическим моделям, так и еще большая неопределенность в оценке проекций 
на будущее до конца XXI века. С другой стороны, климатические модели 
основаны на закономерностях общей циркуляции атмосферы и океана и не 
всегда достаточно эффективно учитывают региональные климатические 
особенности конкретной территории, например, предельно жаркие (Аравий-
ский полуостров) или холодные (Республика Саха (Якутия)) условия [8,9]. 
Поэтому главной задачей при оценке современных и особенно будущих 
изменений регионального климата является выбор наиболее эффективной 
климатической модели при сравнении данных моделирования и наблюде-
ний для конкретной территории.

Климатические особенности территории и исходные данные
В настоящей работе рассматривается территория Центральной Африки, 

на которой выбраны 65 метеостанций с наиболее продолжительными ряда-
ми наблюдений за среднемесячными температурами воздуха (рис.1). 
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Рис. 1. Схема расположения метеостанций и врезки с распределениями станций по 

продолжительности рядов наблюдений, по высоте и карта высот. 

 

Анализ пространственных изменений температуры в течение года для рассматриваемой 
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Рисунок 1. Схема расположения метеостанций и врезки с 
распределениями станций по продолжительности рядов наблюдений, по 

высоте и карта высот

Анализ пространственных изменений температуры в течение года для 
рассматриваемой территории показывает следующие основные ситуации 
ее динамики. В январе во всем регионе наблюдаются относительно низкие 
температуры (максимум до 25—27°C около Гвинейского залива) с их наи-
меньшими значениями на северо-востоке и в горной юго-восточной части 
(20—22°C) территории по сравнению с центром. Такая ситуация обусловле-
на влиянием зимней фазы Африканского муссона, в котором прохладный и 
сухой воздух Северной Африки смещается на юг вслед за движением ВЗК 
(внутритропической зоны конвергенции). Затем за счет роста приходящей 
радиации вся территория прогревается, достигая максимальных значений 
температур в марте-апреле, особенно в северной части (до 32—33°C). К 
лету начинается вторая фаза африканского муссона со смещением ВЗК в 
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Северное полушарие и перемещение вслед за ней влажного атлантическо-
го воздуха. Наличие облачности и несколько более прохладного воздуха с 
океана приводит в общему уменьшению температур, что особенно заметно 
в западной и юго-западной частях территории около Гвинейского залива, 
где температуры становятся такими же как в горной юго-восточной части 
(20—22°C). Осенью в межмуссонный период наблюдается естественный ра-
диационный нагрев территории с максимальными температурами в север-
ной части ближе к Сахели (до 27—28°C) и минимальными в горных районах 
(21—22°C). Изменения температур по территории составляют от 7-10°C зи-
мой до 12—13 °C в апреле.

В целом следует отметить, что в течение года зима, весна и лето холоднее 
в горных районах и на морском побережье, а весна и лето теплее больше на 
севере, чем в других частях региона. Естественная изменчивость (среднее 
квадратическое отклонение - СКО) на всей территории менее 1°C, за исклю-
чением севера территории зимой и весной и юга летом и осенью, где СКО 
несколько больше 1°C. 

В качестве конкурирующих моделей климата выбраны следующие, име-
ющие информацию о результатах проводимых экспериментов по проекту 
CMIP5 в свободном доступе в Интернете [10]:

1. Модель HadCM3 Хэдли центра прогноза климата, Великобритания 
(Hadley Centre for Climate Prediction, Met Office, UK, HadCM3 Model).

2. Модель института вычислительной математики РАН, Россия (Institute 
for Numerical Mathematics, Russia, INM CM4.0 Model).

3. Модель метеорологического института Макса Планка, Германия (Max 
Planck Institute for Meteorology, Germany, ECHAM5 / MPI OM).

4. Модель пекинского климатического центра, Китай (Beijing Climate 
Centre, China, BCC Model).

5. Французская модель CM4 V1 института Лапласа (IPSL/LMD/LSCE, 
France, CM4 V1).

6. Модель центра метеорологических национальных исследований, 
Франция (Meteo-France, Centre National de Recherches Meteorologiques, 
CNRM, CM3 Model).

7. Модель Бьеркнессовского центра климатических исследований, Нор-
вегия (Bjerknes Centre for Climate Research, Norway, BNU-ESM, BCM2.0 
Model).

8. Модель канадского центра моделирования и анализа климата c разре-
шением T63 (Canadian Centre for Climate Modelling and Analysis, CanESM2, 
CGCM3.1 Model, T63 resolution).

9. Японская модель MIROC3.2 с высоким разрешением (CCSR/NIES/
FRCGC, Japan, MIROC3.2, high resolution), MIROC-ESM.
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Методика исследования
Методика выбора эффективной модели основана на сравнении данных 

наблюдений и данных исторического эксперимента (Historical experiment 
1850-2005 гг.) за совместный период. Исследования, проведенные, например, 
в работе [9] показали, что коэффициенты корреляции между многолетними 
рядами наблюденных среднемесячных температур воздуха и результатами 
исторического эксперимента за совместный период очень низкие и в редких 
случаях достигают даже R=0,5—0,6. Такая слабая связанность с данными на-
блюдений свидетельствует о том, что модели климата не могут воспроизво-
дить межгодовую изменчивость. Поэтому сравнивать можно только средние 
многолетние значения или за весь совместный период наблюдений, который 
разный для разных метеостанций, или за отдельные конкретные периоды, на-
пример. 30-летней продолжительности, акцентируя особое внимание на со-
ответствие средних за последний период наблюдений, например, 1976—2005 
гг. Очевидно, что те модели, которые показывают наименьшее отклонение 
от средних многолетних по данным наблюдений и являются наиболее эф-
фективными. Разности между средними значениями исторического экспе-
римента и наблюденных данных и дают величину систематической ошибки 
модели. Если эта разность положительная, то модель завышает среднюю тем-
пературу в данном пункте на соответствующее число градусов, если разность 
отрицательна, то модель занижает фактическую температуру, что необхо-
димо учитывать и в экспериментах оценки будущих температур. Понятно, 
что выбор наиболее эффективной модели следует осуществлять по многим 
станциям территории, т.к., во-первых, на отдельных станциях может преоб-
ладать влияние локальных условий формирования температуры воздуха, а 
во-вторых, сама территория может быть неоднородной по региональным кли-
матическим особенностям. Поэтому, чтобы исключить локальные азональ-
ные факторы следует рассмотреть среднее отклонение между результатами 
моделирования и наблюдений для всех станций, а, чтобы учесть особенности 
региональной неоднородности климата следует картировать эти отклонения. 

В настоящей работе для сравнения данных наблюдений и моделирова-
ния выбраны 4 временных периода: 1950—1975 гг., 1961—1990 гг. (период, 
рекомендуемый ВМО), 1976—2005гг. и 1950—2005гг. и средние температу-
ры воздуха в характерные месяцы всех сезонов года: январь, апрель, июль, 
октябрь. 

Сравнение данных моделирования и наблюдений за разные периоды 
времени

Прежде всего были рассчитаны разности средних многолетних темпера-
тур за весь совместный период между смоделированными и наблюденными 
значениями. Результаты этих разностей (Δ=Tмод-Tнабл.), осредненные по 
всем 65 метеостанциям за каждый месяц года приведены в Табл.1.
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Таблица 1.
Разности между смоделированными и наблюденными многолетними 

средними температурами по всем метеостанциям Центральной Африки
М
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1 2.3 2.2 2.5 3.4 2.0 2.3 2.6 2.8 2.1
2 3.1 3.1 2.7 4.7 2.6 2.7 3.3 3.6 2.8
3 4.0 4.1 3.4 5.4 3.4 3.2 4.0 4.5 3.6
4 4.1 4.2 3.7 5.5 3.5 3.8 4.3 4.7 3.8
5 3.9 4.0 3.6 5.1 3.4 3.7 4.1 4.4 3.6
6 3.6 3.6 3.9 4.2 3.5 3.5 3.8 3.8 3.2
7 3.4 3.4 3.7 4.0 3.3 3.3 3.8 3.3 2.9
8 2.5 2.7 3.1 3.5 2.7 2.8 2.9 2.7 2.5
9 2.7 2.8 2.9 4.1 2.3 2.5 3.0 3.0 2.4
10 2.7 2.7 2.8 4.1 2.3 2.6 2.9 3.1 2.6
11 2.5 2.5 2.7 3.8 2.2 2.3 2.7 2.9 2.3
12 2.6 2.6 3.0 3.5 2.3 2.5 2.8 2.9 2.4

среднее 3.1 3.2 3.2 4.3 2.8 2.9 3.4 3.5 2.9

Из данных табл.1 следует, что средние по модулю разности Δ варьируют 
от 2,0°С до 5,5°С, причем в среднем для всех месяцев наименьшие разности 
для трех моделей составляют 2,8—2,9°С. Однако, и эти наименьшие Δ пре-
вышают естественную изменчивость (СКО), которая в среднем для террито-
рии варьирует от 0,6°С в сентябре до 0,9°С в январе, в несколько раз. 

На рис.2 приведены диаграммы разностей средних многолетних темпе-
ратур (по модулю) между смоделированными и наблюденными данными в 
среднем для всей рассматриваемой территории Центральной Африки за раз-
ные периоды времени и для характерных месяцев всех сезонов года. 

На основе полученных диаграмм можно сделать вывод, что средняя по 
модулю погрешность практически не зависит от заданных периодов осред-
нения и варьирует от 2°С до 5,5°С в зависимости от модели климата и сезона 
года. Наименьшие погрешности получены по двум климатическим моделям: 
IPSL (французская модель института Лапласа) и BCC (модель пекинского 
климатического центра, Китай). Средние по территории погрешности рас-
чета по этим моделям составляют от 2°С осенью и зимой до 2°—3°С весной 
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и летом. Для данной территории даже такие погрешности существенны, т.к. 
превышают среднее квадратическое отклонение естественных многолетних 
колебаний (СКО) в 2 раза и более, что следует учитывать при корректировке 
особенно будущих проекций климата. 

6 
 

 

 
 

Рис.2 Различия между смоделированными и наблюдаемыми средними многолетними 

температурами на метеостанциях Центральной Африки.  

 

Оценка погрешностей по территории 

 

Выбранные наиболее эффективные модели IPSL и BCC имеют наименьшую погрешность, 

но в среднем для всей территории и по модулю. Вместе с тем пространственное распределение 

этих погрешностей может быть неоднородным как по величине, так и по знаку. Поэтому были 

построены и проанализированы пространственные распределения погрешностей по территории 

Центральной Африки, которые приведены для модели IPSL и для характерных месяцев всех 

сезонов года на рис.3, а для модели BCC на рис.4. При этом рассматривались разности средних 

многолетних значений только за последний 30-летний период времени с 1976 по 2005 гг., т.к. из 

рис. 2 следует, что эти разности практически не зависят от рассматриваемого периода времени, 

а последний период наиболее близок к последующей экстраполяции по сценариям климата.  

. 

Рисунок 2. Различия между смоделированными и наблюдаемыми средними 
многолетними температурами на метеостанциях Центральной Африки

Оценка погрешностей по территории
Выбранные наиболее эффективные модели IPSL и BCC имеют наимень-

шую погрешность, но в среднем для всей территории и по модулю. Вместе 
с тем пространственное распределение этих погрешностей может быть не-
однородным как по величине, так и по знаку. Поэтому были построены и 
проанализированы пространственные распределения погрешностей по тер-
ритории Центральной Африки, которые приведены для модели IPSL и для 
характерных месяцев всех сезонов года на рис.3, а для модели BCC на рис.4. 
При этом рассматривались разности средних многолетних значений только 
за последний 30-летний период времени с 1976 по 2005 гг., т.к. из рис. 2 сле-
дует, что эти разности практически не зависят от рассматриваемого периода 
времени, а последний период наиболее близок к последующей экстраполя-
ции по сценариям климата. 
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Рис.3. Пространственные распределения систематических погрешностей модели IPSL для 

температуры воздуха в характерные месяцы (номера месяцев) года. 

 

Пространственные распределения систематических погрешностей модели IPSL 

свидетельствуют, что зимой (январь) отклонения в основном положительны и достигают 

максимальных значений (до +6,4°C) на юго-востоке, где находятся горы. Аналогичная ситуация 
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горные области. Такое большое систематическое завышение данных модели связано с тем, что в 

историческом эксперименте рассмотрена только поверхностная температура на уровне моря. 
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фактическая температура выше, чем рассчитанная по модели, что связано с тепловым эффектом 

Гвинейского залива и экваториальных лесов в зимнюю и прохладную фазу Африканского 

муссона. Весной (апрель) в наиболее жаркий межмуссонный период распределение 

погрешностей более дифференцировано: большие отрицательные погрешности (до -12°С) на 
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Рисунок 3. Пространственные распределения систематических 
погрешностей модели IPSL для температуры воздуха в характерные 

месяцы (номера месяцев) года

Пространственные распределения систематических погрешностей моде-
ли IPSL свидетельствуют, что зимой (январь) отклонения в основном поло-
жительны и достигают максимальных значений (до +6,4°C) на юго-востоке, 
где находятся горы. Аналогичная ситуация локального максимума положи-
тельных погрешностей на северо-западе, где также находятся горные обла-
сти. Такое большое систематическое завышение данных модели связано с 
тем, что в историческом эксперименте рассмотрена только поверхностная 
температура на уровне моря. Поэтому в горных областях следует или учи-
тывать данные моделирования на других вертикальных уровнях или вводить 
большую положительную поправку на вертикальный градиент температу-
ры. Отрицательные погрешности с локальными максимумами -4° — -6°С 
имеют место у побережья и во внутренних областях тропических лесов. В 
этих областях фактическая температура выше, чем рассчитанная по модели, 
что связано с тепловым эффектом Гвинейского залива и экваториальных ле-
сов в зимнюю и прохладную фазу Африканского муссона. Весной (апрель) 
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в наиболее жаркий межмуссонный период распределение погрешностей 
более дифференцировано: большие отрицательные погрешности (до -12°С) 
на севере и большие положительные (до +6,8°С) на юге в горных областях. 
Фактическая температура на севере больше расчетной из-за значительного 
прогрева территории и влияния горячего воздуха Сахели и Сахары. Летом 
(июль) в период летней фазы Африканского муссона аналогичное разделе-
ние территории по погрешностям сохраняется, но в южных горных районах 
отклонения уже больше (до +8° — +10°С), а в северных меньше (до -8°С). 
Осенью (октябрь) в межмуссонный период пространственное распределе-
ние погрешностей более однородно и их предельные значения меньше. Так, 
на севере отрицательные погрешности практически не превышают -3° — 
-4°С (хотя есть и два локальных экстремума до -7°С), а в горных областях 
(на северо-западе и юге) погрешности не превышают +6,5°С. В отдельных 
локальных случаях большие отклонения от модельных данных могут быть 
обусловлены и большими погрешностями в данных наблюдений. 
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Рис.4. Пространственные распределения систематических погрешностей модели BCC для 

температуры воздуха в характерные месяцы (номера месяцев) года. 
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Рисунок 4. Пространственные распределения систематических 
погрешностей модели BCC для температуры воздуха в характерные 

месяцы (номера месяцев) года
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Пространственные распределения отклонений между рассчитанными 
по модели ВСС и наблюденными средними многолетними температура-
ми, приведенные на рис.4, практически аналогичны таким же на рис.3. В 
течение всех сезонов года наибольшие положительные отклонения имеют 
место в южных горных районах (от +4° — +5°С зимой до +10° — +12°С 
летом), а наибольшие отрицательные отклонения наблюдаются в северных 
районах и на побережье залива также в течение всего года при наибольших 
значениях до -10° — -12°С весной и при наименьших -4° — -6°С осенью и 
зимой. В зимний период (январь) положительные разности температур (до 
+6°C) имеют место в центре, на северо-востоке и юго-востоке рассматрива-
емой территории, а отрицательные значения (до -6,6°C) — на крайнем за-
паде, северо-востоке и центральном юге. В весенний период (апрель) по-
ложительные различия (до +5,7°C) наблюдаются на юго-востоке, востоке, а 
отрицательные значения (до -13,4°C) имеют место от морского побережья на 
юго-западе на север и северо-восток. Летом (июль) положительные разности 
температур (до +12,6°C) наблюдаются на большей части территории с наи-
большими значениями в вулканическом регионе Камеруна и смешаются от 
западного побережья на юг и восток, а отрицательные значения (от -10,4°С) 
располагаются от крайнего запада к северу к центру. В осенний период (ок-
тябрь) наибольшая разность температур до +7,2°C наблюдается на юго-вос-
токе и востоке, а отрицательные значения до -6,2°C и более расположены на 
крайнем западе, севере и северо-востоке. 

Заключение
Из данных исторического эксперимента по 9 моделям климата при срав-

нении с данными наблюдений для территории Центральной Африки уста-
новлено следующее. 

1. Наиболее эффективными моделями со средними для рассматривае-
мой территории отклонениями от данных наблюдений до 2°—3°С оказались 
французская модель IPSL института Лапласа и китайская модель BCC пе-
кинского климатического центра.

2. Погрешности моделей практически не зависят от рассматриваемого 
периода осреднения температур: весь период 1950-2005 гг. или отдельные 
его части.

3. Несмотря на то, что средние отклонения от выбранных моделей неве-
лики, их пространственные распределения показывают локальные экстрему-
мы, которые достигают -10° — -12°С и +10° — +12°С.

4. Территориальные завышения температур воздуха моделями связаны с 
горными условиями и большими высотами метеостанций (до 1500 м) и это 
необходимо учитывать при оценке проекций температур на будущее. Завы-
шения температур в горах наиболее существенны летом (до +12°С) и наи-
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меньшие осенью и зимой (до +4° — +6°С).
5. Территориальные занижения температур моделями имеют место в ос-

новном на севере и западе и обусловлены двумя разными причинами от-
епляющего локального характера: влиянием Сахары и Сахели с севера и 
Гвинейского залива с запада. Эти завышения также имеют сезонный ход. 
Наибольшие отрицательные отклонения наблюдаются в весенний самый 
жаркий межмуссонный период, а наименьшие в летний и зимний муссон. 
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